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PREFÁCIO 


Este volume é continuação do Volume 1. No Capítulo 1, destacamos as funções 
integráveis (de uma variável) que aparecem com mais frequência nas aplicações. Este 
capítulo poderá ser omitido pelo leitor que já tenha estudado o Apêndice 4 do Volume 
1. No Capítulo 2, estudamos, com relação a continuidade e derivabilidade, as funções 
dadas por integral, e, no atual Capítulo 3, as integrais impróprias. No Capítulo 4, que é 
novo, são feitas várias aplicações das integrais impróprias à Estatística. No Capítulo 
5, estudamos as equações diferenciais lineares de 2.º ordem e com coeficientes 
constantes, e no Capítulo 7, as funções de uma variável real com valores em Ra com 
relação a continuidade, derivabilidade e integrabilidade. Os Capítulos 8 a 16 são 
destinados ao estudo, com relação a continuidade e diferenciabilidade, das funções de 
várias variáveis reais a valores reais. No Capítulo 17, novo, introduzimos o conceito 
de solução LSQ (ou solução dos mínimos quadrados) de um sistema linear, e são 
feitas algumas aplicações desse conceito à geometria, bem como ao ajuste, por uma 
função linear ou polinomial, a um diagrama de dispersão. 

Nesta 5.º Edição, além dos capítulos novos (4 e 17) e do novo visual das figuras, 
foi incluído, também, o Apéndice 2, que trata do uso da calculadora HP-48G, do Excel 
e do Mathcad em tópicos tratados neste volume. Observamos que, por sugestão de 
vários colegas, o antigo Capítulo 3 (Mais algumas aplicações da integral. Coordenadas 
polares) foi deslocado para o Volume 1 (4.º Edição). Todas essas modificações têm 
sido feitas com um único objetivo: tornar o texto mais dinâmico, mais prático e mais 
atual. É claro que muitas outras modificações ainda terão que ser feitas, e para isso 
contamos com sugestões, ideias e críticas construtivas de professores, colegas e 
alunos, aos quais ficaremos muito gratos. 

Quanto aos exemplos e exercícios, pensamos tê-los colocado em número suficiente 
para compreensão da matéria. Como no Volume 1, procuramos dispor os exercícios em 
ordem crescente de dificuldade. Com relação aos exercícios mais dificeis, vale aqui a 
mesma recomendação que fizemos no prefácio do Volume 1: não se aborreça caso não 
consiga resolver alguns deles; tudo que você terá que fazer nessas horas é seguir em 
frente e retornar a eles quando se sentir mais senhor de si. 

Mais uma vez agradecemos, pela leitura cuidadosa do manuscrito, ás colegas Élvia 
Mureb Sallum e Zara Issa Abud. Agradecemos também à colega Lisbeth Kaiserliam 
Cordani, pela leitura e pelas várias sugestões do novo Capítulo 4, e a Marcelo Pereira 
da Cunha pela revisão cuidadosa do texto. É, ainda, com grande satisfação que 
agradecemos à colega Elza Furtado Gomide pela leitura, pelos comentários e sugestões 


de manuscritos que deram origem às primeiras apostilas precursoras deste livro. 
Finalmente agradecemos à colega Myriam Sertã Costa pela revisão cuidadosa do texto 
e pela inestimável ajuda na elaboração do Manual do Professor. 


Hamilton Luiz Guidorizzi 


Material 
Suplementar 


Este livro conta com o seguinte material suplementar: 
= Manual de Soluções (restrito a docentes) 


O acesso ao material suplementar é gratuito, bastando que o leitor se cadastre em: 
http://gen-io.grupogen.com.br. 
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FUNÇÕES INTEGRÁVEIS 


O objetivo deste capítulo é destacar as funções integráveis que vão interessar ao 
curso. Este capítulo poderá ser omitido pelo leitor que já tenha estudado o Apêndice 4 
do Vol. 1. 


1.1. ALGUNS EXEMPLOS DE FUNÇÕES INTEGRÁVEIS E DE 
FUNÇÕES NÃO INTEGRÁVEIS 


Nesta seção, apresentaremos alguns exemplos de funções integráveis e de funções 
não integráveis, trabalhando diretamente com a definição de integral de Riemann. 

Antes de começar a estudar os exemplos que apresentaremos a seguir, sugerimos ao 
leitor rever a definição de integral de Riemam apresentada na Seção 11.3 do Vol. 1. 


EXEMPLO 1. Prove, pela definição, que a função constante fx) = k, x € [a, b], é 
7 E b 
integrável em [a, b] e que | f(x)dx = k(b — a). 
a 
Solução 


Para toda partição P : a = xo < xı < x2 < ... < Xi-1 <xi<... < Xn = b de [a, b] temse, 
independentemente da escolha de c; em [xi-1, x;], i variando de 1 an, 


n n n 
y f(c;¡) Ax; = y k Ax; =k bi Ax; = k(b — a). 
i=1l i=1 [| 


Segue que dado e > 0 e tomando-se um ô > 0 qualquer tem-se, independentemente 
da escolha dos c; 


n 
> fe) —k(b=a)]=0<e 


i=] 


para toda partição de [a, b], com máx Ax; < ô. Logo, 


n 
lim f (c;) Ax; = k(b — a) 
máx Ax; > 0 > dd i 
ou seja, f é integrável em [a, b] e 
b 
| f(x)dx = k(b — a). n 
a 


Antes de passarmos ao próximo exemplo faremos a seguinte observação. 


Observação. De acordo com a definição de integral, sendo fintegrável em [a, b], dado 
e > 0 existirá ô > 0 que só depende de e, mas não da escolha dos c, tal que 


para toda partição P de [a, b], com máx Ax; < ô. Segue que se P for uma partição de [a, 
b], com máx Ax; < ô, ese c e 7; (i = 1, 2, ..., n) forem escolhidos arbitrariamente em [xi 
-1, Xi], teremos 


e, portanto, 
n n 
> f(c;) Ax; — Y, fE) Ax) <e 
i=] i=| 


para toda partição P de [a, b], com máx Ax; < ô, independentemente da escolha de c; e 
Ci. Deste modo, se f for integrável em [a, b], duas somas de Riemann quaisquer 


relativas a uma mesma partição P com máx Ax; suficientemente pequeno, devem diferir 
muito pouco uma da outra, e o módulo da diferença entre elas deverá ser tanto menor 
quanto menor for máx Ax;. 


EXEMPLO 2. (Exemplo de função não integrável.) Prove que 


fl sexeQ 
lO se x Q 


f(x)= 
não € integrável em [0, 1]. 


Solução 


SejaP:0x0<x1<x2<...<xi-1<x;¡<... < Xn = 1 uma partição qualquer de [0, 1]. 
Se ci, C2, ..., Cn forem racionais 


n n 
D x f(c;) Ax; = > Ax; =1. 
i=1 i=1 
Se Cj. To..... Ty forem irracionais 
n 
O Y f(c,) Ax; = (). 
i=] 


De (1) e (2) e da observação anterior segue que f não é integrável em [0, 1]. 


EXEMPLO 3. Seja f : [0, 2] — R dada por 


[Osex#l 


fœ)= |1 s x= 


Prove que f é integrável em [0, 2] e que Ir f(x) dx =0. 
0 


Solução 


Seja P uma partição qualquer de [0, 2] e suponhamos que 1 € [x;- 1, x;]. 


Se 1 € Lx; 1, xj, 


e 0 se Ci +1 
> f(c;) Ax; = | Ax; sec;=1. 


i=] 
n 


Sel=x eg =c=1, X f(c¡) Ax; = Ax; iq Ax, 


-1 -1 i=] 
Fica a seu cargo concluir que, em qualquer caso 


n 
x f(c;) Ax; — 0| = 2 máx Ax; 


1=1 


independentemente da escolha dos c;. Portanto, 


n 4 
lim (c;) Ax; = 0 = | (x) dx. E 
máx Ax; >0 2, f i ; 0 f 


Observe que a função do exemplo anterior não é contínua em [0, 2], entretanto, é 
integrável em [0, 2]. 


EXEMPLO 4. Seja 


Prove que f é integrável em [0, 2] e que E f(x) dx = 3. 
0" 
Solução 


Consideremos a partição O = xo < x1 < ... <xj-1<x¡<... < Xn = 2 e suponhamos 
que 1 € [x;- 1, x;]. 


Temos: 


TT È Tte TI) DES: 
Eid | 1 j d 

> fans - j NE 
-1+20-x-p)+2Q—x) se l<c= 


Segue que 
l— x: se x: <c<l 
J pal J 
5 f(c) Ax; — 3 = 
|— x; — se l<c;<x; 
i=1 J J 


(Interprete geometricamente.) Logo, 


n 
2. F(c;) Ax; — 3S máx Ax; 
i=l 


independentemente da escolha dos c;. Portanto, 


lim 3 f (c;) Ax; =3= [| Fax 


máx Ax, =0< 


EXEMPLO 5. Prove que 


não é integrável em [0, 1]. 


Solução 
n 


Seja P uma partição qualquer de [0, l]e > f(c) Ax uma soma de Riemann de f 


¡=1 i i 
relativa a esta partição. Tomemos cı em ]0, xı[. Se mantivermos fixos c2, C3, ..., Cm 
teremos 


n 


lim 2 f (ci) Ax; = + oo, (Por quê?) 
=] 


q 0 4 
l 


Logo, não existe número L tal que 


máx dx, > 0 


n 
lim >. f(c) Ax, = L 
i=] 


ou seja, f não é integrável em [0, 1]. 
E 


Observe que a função do exemplo anterior não é limitada em [0, 1]. (Lembramos 
que f limitada em |a, b] significa que existem reais a e p tais que, para todo x € la, b], 
a<f(l) <P.) 

O próximo teorema, cuja demonstração encontra-se no Apêndice 4 do Vol. 1, conta- 
nos que uma condição necessária para f ser integrável em [a, b] é que f seja limitada 
neste intervalo. Tal condição não é suficiente, pois, 


qm. j sexeaQ 
FO) |O sexgQ 


é limitada em [0, 1], mas não é integrável neste intervalo. 


Teorema. Se f for integrável em [a, b], então f será limitada em [a, b]. 


Exercicios 1.1 


1. Seja f: [0, 1] — R dada por 


Prove que fé integrável em [0, 1] e que 


l 
Í J (o) dx = 0. 
0 
a O 
2. Seja f: [0, 1] > R dada por f(x) = E ergQ 


n 


a) Verifique que se os c forem racionais 2 
i 


f(c) Ax tende a Es quando máx 
i=l i i de 
Ax; > 0. 


b) Prove que f não é integrável em [0, 1]. 


3. Calcule, caso exista, e justifique sua resposta. 


> [1 seb=x<l 
a) Í f(x)dx onde f(x)=44 sex=1 
é 1 sel<x<2. 


hy N 


3 l des 
na f | seO= 
b) f(x)dx onde Ra E j 0 
0 J > de d 


l s 
c) | f(x)dxonde f(x)=4 y2 - 


a [> se x =0 
e ia a y sexeQ 
d) 0 f(x)dx onde f(x) = Li; ela 


1.2. FUNÇÕES INTEGRÁVEIS 


Os teoremas que enunciaremos a seguir, e cujas demonstrações encontram-se no 
Apêndice 4 do Vol. 1, destacam as funções integráveis que vão interessar ao curso. 

O teorema 1 conta-nos que toda função continua em [a, b] é integrável em [a, b] e, 
o teorema 2, que toda função limitada em [a, b] e descontínua em apenas um número 
finito de pontos de [a, b] é integrável ema, b]. 


[oc] 


Teorema 1. Se f for contínua em [a, b], então f será integrável em [a, b]. 


Teorema 2. Se f for limitada em [a, b] e descontínua em apenas um número finito de pontos de [a, b], então 
f será integrável em [a, b]. 


EXEMPLO 1. f (x) = cos 3x é contínua em [—1, 5], logo integrável neste intervalo. 


EXEMPLO 2. Verifique se 


é integrável em [—1, 3]. 
Solução 


f é limitada em [—1, 3], pois, para todo x em [-1, 3], 0 < f (x) < 2; além disso, f é 
descontínua apenas em x = 1. Pelo teorema 2, f é integrável em [-1, 3]. 


E 
EXEMPLO 3. Verifique se 
faj | — se-14x<1l 
1) sel=x=3 
é integrável em [—1, 3]. 
Solução 
Não, pois f não é limitada em [—1, 3]. 

E 


Exercícios 1.2 


1. A função dada é integrável? Justifique. 


x 
a) f(x)= ¿——1<x=<2 
f [+ x? 


l sex=0 


NÃ a 


E 
O sex=0 


selxl=1xx%0 


2 
X 


3 sex=0 


2 


FUNÇÃO DADA POR INTEGRAL 


2.1. CÁLCULO DE INTEGRAL DE FUNÇÃO LIMITADA E 
DESCONTÍNUA EM UM NÚMERO FINITO DE PONTOS 


O teorema que vamos enunciar e demonstrar a seguir conta-nos que se fe g forem 
integráveis em [a, b] e se f(x) for diferente de g(x) em apenas um número finito de 
pontos, então suas integrais serão iguais. 


Teorema. Sejam f e g integráveis em [a, b] e tais que f (x) 4 g(x) em apenas um número finito de pontos. 
Então 


b b 
f(x) dx = f g(x) dx. 


a a 


Demonstração 


h(x) = g(x) — f(x) é integrável em [a, b] e A(x) = 0, exceto em um número finito de 
pontos. Como 


n 
lim ba h (ci) Ax; 
= 


máx Ax, 50: 
i 


independe da escolha dos c;, resulta que tal limite é zero, pois, para cada partição P de 
[a, b], podemos escolher c; em [xi-1, x;] i = 1, 2, ..., n de modo que hk(c;) = 0. Assim 


b z 
h(x) dx = lim y h(c;) âx; =0 
i=] 


a máx Ax; => 0 


ou seja, 


2 
few- FO) dx=0 
a 


e, portanto, 


b b 
| f(x)dx = | g(x) dx. ü 
a a 


EXEMPLO 1. Calcule | “f(x)dx 
0 


3 
xº se 0<x<1 


Fr 


Solução 
fé integrável em [0, 2], pois é limitada e descontínua em apenas x = 1. Temos 


2 | 2 
| f(x) dx = | TO dit Í f(x) dx. 
0 0 l 


Em [0, 1], fŒ) =x; logo, 


l- d l 2d | 
[10 =Í X ds 


7) 
Em[1, 2], f (x) difere de em apenas x = 1; daí 
x 


2 2 2 > 
| f(x) dx = Í —dx=[2 Inx]/ =2 In 
1 Il X 


> 


Portanto, 


| 
x)dx==+21m2 
[ma 3 In 
[E] 
EXEMPLO 2. Calcule [ro dt x > 0, onde 
0 
t se 0O<t<l 


f(t) = 
t-l se t>1. 


Solução 


Para todo x > 0, f é integrável em [0, x], pois, neste intervalo, f é limitada e 
descontínua no máximo em um ponto. Temos 


X 
[ra E OE 
E 0 
ro a= 
0 E 
| TES (t? =1)dt se x>1 
0 
Ft) f(t) 
| I 
l I 
| I 
| I 
l I 
| I 
| I 
Í ' 
x 1 t X t 
x x X 1 E = 
[rw ar= | t dt [ra a=| rdt+ | (t? — 1) dt. 
0 0 0 0 l 


Como 


segue que 


— se 0<x<l] 


x 2 
| f(t) dt =+ 
E Io x 2 
RA E 
12 3 3 
ou seja, 
me 
x 
— se O<x<l 
x 2 
| ft) dt=: 
0 x3 
— — x+— se x>l. a 
[3 6 


Sejam xı, X2, ..., Xp, p pontos do intervalo [a, b] e seja f uma função definida em 
todos os pontos de [a, b], exceto em xı, x2, ..., Xp. Suponhamos f limitada e contínua em 
todos os pontos de seu domínio. Pela definição de integral, não tem sentido falar na 
integral de fem [a, b], pois f não está definida em todos os pontos de [a, b]. Entretanto, 
a função g definida em [a, b] e dada por 


FAS? se x É (x, X2,..., Xp) 
m se x=Xx,1i=1,2,..., p 
onde mı, Mm, ..., Mp são números escolhidos arbitrariamente, é integrável em [a, b] e o 


valor da integral independe da escolha dos m;. Nada mais natural, então, do que definir 
a integral de fem [a, b] por 


b b 
f(x) dx = Í g(x) dx. 
a a 


EXEMPLO 3. Calcule | f(x) dx onde 
0 


Solução 


2 | 2 2 3 
| f(x) dx = | adt | ds di e ==. 
0 0 js E + xl 4 E 
l 
EXEMPLO 4. Í 2 dx não existe no sentido de Riemann, pois L não é limitada em 
0x x 
]0, 1]. 
E 


Exercícios 2.1 


1. Calcule 


2006 DX] 
a) IN f(x) dx onde f(x) = 
0 


— se l=x=2 


x* se 0<x<2 


O se 2<x<3 


x 
> | -lsrs 
b) Í f(x)dx onde f (x)= - 

-1 


z 
A = SE Hr] 
C) Í f(x) dx onde f(x)=31+ x? 
E 5 se x=1 
se lul=1 


> l 
d) Í g(u) du onde g(u) =} y2 
a u se lul<l 


2. Calcule 


MN dl qndo Fio l se 0O<t<l 
a A f(t) dt onde . O Ye Rai 


a i [2 se -1=t=< 
| i de fO =$ 
b) IE f(t) dt onde J |2 na HE 
x (2 E q e 
c) f(t) dt onde f=? e Le rel 
0 ` i |2 se t> 
ž E se 0<t<l 
d) | f(t) dt onde f()=42 se I=t<?2 
E (3 se 452 


2.2. FUNÇÃO DADA POR UMA INTEGRAL 


Seja f uma função definida num intervalo / e integrável em todo intervalo [c, d] 
contido em /. Seja a um número fixo pertencente a /. Para todo x em /, a integral 


Æ 
| f(t) dt existe; podemos, então, considerar a função F definida em 7 e dada por 
d 


JE 
O) F(x) = | fÀ dt. 
a 


Nosso objetivo é estudar a F com relação à continuidade e derivabilidade. Na 
Seção 2.4, estudaremos (1) supondo f contínua em I, provaremos que, neste caso, F é 
derivável em I e que F' (x) =f (x) para todo x E€ I. Na Seção 2.5, estudaremos (1) 
supondo apenas que f seja integrável em todo intervalo [c, d] C I e, portanto, não 
necessariamente contínua em 7. Provaremos, então, que mesmo neste caso F será 
contínua em I, provaremos, ainda, que F será derivável em todos os pontos em que f 
for contínua e se p for um ponto de continuidade de f, então F'(p) =f (p). 

Observe que, tendo em vista o que dissemos acima, o gráfico de F náo pode 
apresentar salto. Portanto, se você estiver esboçando o gráfico de uma função dada 
por uma integral e se o seu gráfico apresentar salto, apague e comece de novo! 


EXEMPLO 1. Esboce o gráfico de F(x) = Fr t) dt onde 
0 


| s URI<C2 
fit) = 
2 se t22. 


Solução 


F está definida para todo x > 0. Temos 


Xx 
[ta se 0=x=<=2 
0 
F(x) = 
2 XxX 
[ras [2a se x>2 
0 2 


x x x 2 x 
| rw a =| tarseos<x=2 [rw ar= [1ar+ | 2 drsex>2 
0 0 0 0 2 


Fo =)* se (0=x=2 
q 2x2 se x>2. 


Observe que F é contínua e que F' (x) = f(x) em todo x H 2. 


to 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico da função 
$ f se —-1<1<1 
Fa)= | f(t) dt onde f(t) = 
R la se 1>1 


Solucáo 


O domínio de F é o intervalo [—1, + oo[. Temos: 


fa dt se —"l=<=x=<=l 
Xx 0 
F(x)= [so dt = 


1 x 
Í 1ar+ [ 2dt E se 
0 i 


X x x 1 x 
Í fA) da=] l dtse -1 £x < 1 Í fu dr = f 1 dr + | 2 disex >| 
0 0 0 0 1 
y se —1sx<1 x se —-1<x<l 
F(x) = = 
1+[2+], se x>] 20 —1 se x>1 


EXEMPLO 3. Considere a função F (x) = [ro dt onde f(t) = = t+0. 


a) Determine o domínio de F. 
b) Verifique que F" (x) = f(x) para todo x > 0. 


Solução 


Xx 
a) Se x > 0, f será contínua no intervalo de extremidades 1 e x; logo, Í f(t) dt existe 
l 


xX 
para todo x > 0. Se x < 0, a integral Í f(t) dt não existe, pois f não é limitada em 70, 


1]. O domínio de F é, então, o intervalo 70, +oof. 
x] 
b) F (x) = Í — dt, x > 0; assim 
l f 
F (x)= [In EN = In x. 


Segue que F' (x) = Ls f(x), x>0. 
X 


Exercícios 2.2 


1. Esboce o gráfico da função F dada por 


N 


N 


se 0O=t<l 


x 
a) Fœ=f f(t) dt onde f(t)= 
0 


— se t21 


b) F(x) = f dt 
1 


E E se 1=0 
c) Fœ=f f(t) dt onde f(t) = 
l lo se t>0 


z jo se 1=1 
d) F(a)=| f(t) dt onde f(t)= 
l li se 1>1 


. 1 -Israi 
e) F()=| f(t) dt onde f(t)= 
si e” e 150 


pa O se ltlzl 
DB F(x) =Í f(t) dt onde f(t)= 
= t? se I<] 


g) FO) = f et dt 
0 


ds E se t+1 
- Seja F (x) = Í f(t) dt onde f(t) = 
0 lo se t=] 
a) Esboce o gráfico de F. 
b) Calcule F' (x). 
. Determine o domínio da função F 
x 1 x 1 
a) F(x) = Í — dt b) F(x) = —— dt 
2 Oo f= 
x t x t 
c) F(x) = j 5 di d) F(x) = Í E dt 
E E RR 
t? se t<] 


se 2l. 


X 
Seja Fa) = f f(t) dt onde f(t) =< 2 
0 E 
Í 


a) Verifique que F” (x) =f (x) em todo x em que f for contínua. 


b) F é derivável em x = 1? 


= | l se t%1 
5. Seja F(x) = | f(t) dt onde f(t) =. 
o (2 se t=1. 
a) Verifique que F” (x) =f (x) em todo x em que f for contínua. 
b) F é derivável em x = 1? Em caso afirmativo, calcule F” (1) e compare com f (1). 
z | 2 se 1<1 
6 . o : 
` Seja F= | f(t) dt onde f(t) =< 1 
0 i = se EL, 
LI 
Verifique que F” (x) =f (x) para todo x. 


2.3. TEOREMA DO VALOR MÉDIO PARA INTEGRAL 


No próximo parágrafo, vamos enunciar e demonstrar o 2.º teorema fundamental do 
cálculo. Para tal, vamos precisar do teorema do valor médio ou teorema da média 


para integral. 


Teorema (do valor médio para integral). Se f for contínua em [a, b], então existirá pelo menos um c em [a, 
b] tal que 
b 
f(x)dx= f(c)(b— a). 


a 


Demonstração 


Como f é contínua em [a, b], pelo teorema de Weierstrass, f assume em [a, b] valor 
máximo e valor mínimo. Sejam M o valor máximo e m o valor mínimo de f em [a, b]. 
Assim, para todo x em [a, b], 


m<f(x) <M 


e daí 


b b b 
| mars | fœ drs | Max 
í a a 


1 


ou seja, 


b 
m (b — a) = Í f(x) dx S M(b-—a) 
a 


e, portanto, 


y 

[| fix) ax) 

a =M. 
NU ea / 


a dd 


m= 


b 
Deste modo, J, f(x) dX é um número entre o menor e o maior valor de fem [a, b]; 


p—a 
pelo teorema do valor intermediário, existe c em [a, b] tal que 


b 
f f(x) dx 


f(c) = LA 
b-a 


ou seja, 


b 
fí(x)dx= fic) (b— a). m 
a 


Interpretação Geométrica do Teorema do Valor Médio para Integral 


b 
Suponhamos f contínua em [a, b] e f(x) > 0 em [a, b]. Assim, Í f(x) dx é a área do 
a 


conjunto 4 limitado pelas retas x = a, x = b, pelo eixo x e pelo gráfico de y =f (x). O 
teorema do valor médio conta-nos, então, que existe c em [a, b] tal que a área do 
retângulo de base b — a e altura f (c) é igual à área de 4. 


a C b 


Antes de encerrar a seção, vamos destacar outra propriedade que será utilizada na 
demonstração do 2.° teorema fundamental do cálculo. 

Seja f integrável em [a, b] e seja c € Ja, b[. Vimos na Seção 11.4 (Vol. 1) que se f 
for integrável em [a, c] e em [c, b], então 


b c b 
f(x) dx =Í Poa.) Far 
a a c 
Pois bem, na próxima seção, vamos precisar da seguinte propriedade, cuja 


demonstração deixamos a seu cargo: “Se f for integrável em todo intervalo fechado 
contido em /, então 


B B 
| f(x) dx = Frw dx + Í f(x)dx 
a a Y 


quaisquer que sejam a, 5 e y no intervalo 7.” 


Exercicios 2.3 


b 
i Suponha f (x) > 0 e continua em [a, b]. Prove que Í f(x) dx > 0. 
a 


b 
Suponha f (x) > 0 e contínua em [a, b]. Prove que se Í f(x) dx = 0, então f(x) =0, para todo x € [a, b]. 
a 
3. Suponha f (x) > 0 e integrável em [a, b]. A afirmação 
b 
| f(x) dx =0 > f(x) = 0 em [a, bf’ 
A 


d 


é falsa ou verdadeira? Justifique. 


4. Suponha f continua em [a, b]. Prove 


b 
Í [fœ]? dx = 0 & f(x) = 0 em [a, b]. 
a 
5. Sejamfe g continuas em [a, b], comf (x) > 0 em [a, b]. Prove que existe O € [a, b] tal que 


bo bo 
Í f(x) g(x) dx = g(0) Í Fe) de 
a a 


2.4. TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO. EXISTÊNCIA 
DE PRIMITTVAS 


Seja f contínua no intervalo / e seja a um ponto em 7. Como estamos supondo f 
xX 

contínua em 7, para todo x em /, a integral | f(t) dt existe; podemos, então, considerar 
a 


a função F definida em / e dada por 
x 
F (x) = l f(t) dt. 
a 


Provaremos a seguir que a F acima é uma primitiva de f em 17, isto é, F' (x) = f (x) 
para todo x em 7. No que segue, referir-nos-emos a este resultado como 2.º teorema 
fundamental do cálculo ou, simplesmente, teorema fundamental do cálculo. 


Teorema (fundamental do cálculo). Seja f definida e contínua no intervalo I e seja a € I. Nestas condições, 
a função F dada por 


X 
a 


é uma primitiva de f em 1, isto é, F” (x) = f (x) para todo x em Z. 


Demonstração 


Precisamos provar que, para todo x em /, 


F'(9= lim PETI L fa), 


h=0 1 


Temos 


x+h > j X. l x+h . j 
F(x + h) - F(x) _ L fít)dt f iOa o i f(t) dt 


h h h 


Pelo teorema do valor médio para integrais existe c entre x e x + h tal que 
rh. o 
| f(t) dt = f(c) h. 
X 


Assim, 


F(x+h)- F(x) 


= f(e). 
h As 


Tendo em vista a continuidade de f em / e observando que c tende a x quando A tende a 
zero resulta 
o Eia F Rm F(x) Pa 
F (= lim = = f(x). á 
h=50 h 


Observe que o teorema fundamental do cálculo garante-nos que toda função 
contínua em um intervalo admite, neste intervalo, uma primitiva e, além disso, exibe- 
nos, ainda, uma primitiva. 


3 


p dt. Calcule F' (x). 


EXEMPLO 1. Seja F (x) = T 
1 


Solução 


Observe que o domínio de F é R, pois, f(t) = é contínua em R. Pelo 


3 
1+1% 
teorema fundamental do cálculo 


x 
P= Í rod] = f(x) 
l 


ou seja, 
E 


Na notação de Leibniz 


d | ln 3 y | 3 
2r a ei À = à 
dl 1+1 1 + x? 
d (qu 9 
EXEMPLO 2. Calcule | | sen t4 dt ) 
du \ do 
Solucáo 
Seja f (t) = sen £”. Temos: 
u 
< l f(t) dt |= f(u) 
du \ J0 
ou seja, 
d (qu 2 2 
al Í sen t4 dt | = sen ué. 
du \ J0 
EXEMPLO 3. Calcule G' (x) sendo G (x) = IN a. dt. 
| AP 
Solução 
> x 3 
G (x) = F (x4) onde F (x) = Í IA dt. 
De 
, A ” 3 
G' (x) = F' (x4)2x e F'(x)= FE. 
resulta 
G' (x) = 6x y 
|+ xë 


Podemos, também, calcular G' (x) da seguinte forma: 


u 3 2 
G (x) =Í dlt onde u = x^; 


See A l 
1 1+’ 
1 1 u 3 3 
dx dulh 1+tt dx l+uf 
Portanto, 
6x 
G' (x)= 
|+ x’ s 
3 
EXEMPLO 4. Calcule H' (x) sendo H (x) = | =" É i 
; Ep 4 
snx 1+1f 
Solução 
Como f(t) = E 7 é contínua em R, tomando-se um número real qualquer, por 
exemplo 1, tem-se, para todo x, 
| 3 X= q 
H = Í — de | ——— dt 
ee) senx 1+1% i 144 
ou 
(e 3 y sen x 3 y 
je? La AL 
HASi TEA | +14 
daí 
3 2 3 
H' (x) = ——— LES y — —— (sen x 
1 + (x3)4 | + (sen xy 
ou seja, 
Eid 912%. 3cosx 


| + 12 1 + sen? x 


Outra forma para se obter H' (x) é a seguinte: como f (t) = TER é contínua em R, f 


admite uma primitiva F; assim 


ou seja, 


daí 


Como 


segue 


X 3 


sen x 


x3 3 
H (x) = l) — dt=|F(t) 
senx 1+1f | 


H (x) = F (œœ) — F (sen x) 


H' (x) = Fx) 3x? — F' (sen x) cos x. 


: 9x2 3 cos x 
1 + xº4 | + sen” x 


EXEMPLO 5. Suponha f (t) contínua em [— 7, r] (r > 0) e considere a função 


XxX 
F(x) = [ro dt, x E[-r, rl. 


Prove que se f for uma função par, então F será impar. 


Solução 


A nossa hipótese é de que f é contínua em [-7, r] e f © =f (+1) em [>r, r]. 


Queremos provar que 


F (~x) = F (x) em [—+5, r]. 


xX 
Como F (x)= | f(t) dt e fé continua em [—r, r], pelo teorema fundamental do cálculo 
Ú 


F'(x)=f(x) em [—r r]. 


Temos, também, 


LE (x) = F Cx) A) =-= F Cx) 
ou seja, 
LF œœ] = -f x), pois F'= f. 
Segue que, para todo x em [-r; 7], 
[F (0) +E CN =F 00) -E C =f 00) -S Cx) 
ou seja, 
[F (9) +F (~)]'=0. 


Logo, existe uma constante k tal que, para todo x em [—7, r], F (x) + F (~x) = k. Mas 
0 

F(0) = l) f(t) dt = 0 e, assim, k = F (0) + F (50) = 0. Portanto, F (x) + F (~x) = 0 ou 
0 


F (~x) = —F (x), para todo x € [—r, r]. 
E 


Exercícios 2.4 


1. Calcule F' (x) sendo F dada por 


x 31 px > 
a) F(x)= Í — dt b) F(x) = ] sen té dt 
-2 1+14º 2 
-2 px? 5 
o) F(x) = ] cos 1% dt d) F(x) = ] sen té dt 
X | 
2X a f F ex 1 y 
e) F(x) = ] cos 1% dt $) w=] — dt 
o x? 5 +44 
2 px 2 E » 2 
2 F= Í e5 ds EL) = | x*“e * ds 
i 0 


A 


i) F(x) = ] arc tg t° dt j F(x)= Í 
x 0 


2 
(x—-)ef dt 


Suponha f (£) > 0 e contínua em R. Estude a função F (y) = f e At) dí com 
l i 


relação a crescimento e decrescimento. 


Determine uma função : q : R — R, contínua, tal que para todo x 


Xx 
elx) =1+ Í t (t) dt. 
0 


Suponha f contínua em [~-r r] (r > 0) e considere a função 


X 
F(x) = ] FI dt. 


0 
Prove que se f for uma função ímpar, então F será uma função par. 


Suponha f contínua em IR e periódica com período p, isto é, f (x) =f (x + p) para 
todo x. Prove que a função 


PX+Pp 
8 (x) = J, fit)dtx ER 


é constante. Interprete graficamente. 


| Calcule f 


x > 
F(x) dx onde F(x) = Í e" dt. (Sugestão: integre por partes.) 
0 l 


T NX 
Calcule | G(x) dx onde G(x) = Í sen 12 dt. 


Ú T 


As funções cosseno hiperbólico e seno hiperbólico, que se indicam, 
respectivamente, por ch e sh, são dadas por 


e! + aa e! — et 
cht=R— e sht= 
” 


a) Verifique que para todo t, (ch t) = sh t. 


b) Verifique que, para todo t, o ponto (ch t, sh t) pertence ao ramo da hipérbole 
x’ — y = 1 contido no semiplano x > 0. 


c) Sendo F (t) a área da região hachurada mostre que 


i cht — 
F (t)= E (ch t)-(sh t) = | y x? -ldx para t = 0. Calcule F' (1). 
4 l 


2% f E 
d) Prove que F(= —. t20. 
9) 


-— 


e) Qual é, então, a interpretação para o parámetro t que ocorre em ch t? 
Compare com o parâmetro t que ocorre em cos t. 


2.5. FUNÇÃO DADA POR UMA INTEGRAL: CONTINUIDADE 
E DERIVABILIDADE 


Nesta seção vamos estudar, com relação a continuidade e derivabilidade, a função 
x . 
F(x) = | fidt, xel, 
a 


onde f é suposta integrável em todo intervalo fechado contido em / e, portanto, não 
necessariamente contínua em 7. 


Teorema 1. Seja f integrável em qualquer intervalo fechado contido no intervalo I e seja a um ponto fixo de 
I. Então a função dada por 


x 
ro) =| f(t) dt, xEl, 
a 


é contínua em T. 


Demonstração 


Seja p € I; existe um intervalo [a, $] CT tal que a, p € [a, f] e se p não for 
extremo de 7, podemos tomar a e 5 de modo que p € Ja, 5[. Como f é limitada em [a, 
6], pois é integrável neste intervalo, existe M > 0 tal que |f(D)|< M em [a, $]. Para todo 
x em [a, 5] temos 


x p x 
F()- r(p)= f foar- | fA) dt= [ fA) dr. 
d a Pp 


De —M <f (t) < M, para todo t € [a, 5], segue que, para todo x € [a, 5], 


xX 
-M(x—-p)< | f(t)dt SM (x — p), sex > p, 
P 


P 
=M (p — x) <= l) f(t)dt SM (p — x), sex Sp. 
X 


Pelo teorema do confronto, 


lim F(x)= F(p). m 


x> p 


x 
Teorema 2. Sejam F (x) = l) f(t) dt como no teorema 1. Nestas condições, se f for contínua em p € 


di 
I, então F será derivável em p e F' (p) = f (p). 


Demonstração 


Seja p € J e suponhamos que p não seja extremo de 7. Vamos provar que se f for 
contínua em p então 


lim FOSE A TIE 5 


x=>P Xx — P 


0 


que equivale a 


F'(p)= lim EOE 


xp x=p 


=f (p). 


Temos 


xX X X 
D Fœ- Fp) -fpa -p)= l) f(t) dt =] fp) dt =Í LFO- fp) dt. 
P p p 
Sendo f contínua em p, dado e > O existe ô > 0, com ]p — ô, p + ó[ C 1, tal que 
p-o<t<prós-e<fltW) -S(p)<e 
daí, para todo x em ]p — ô, p + dl, 
X 
D Epis f [FOF S emp 
P 


De (1) e (2) resulta 


A E ar 
xP 
e, portanto, 


lim F(x)— F(p)— f(pMx— Pp) _ 


xp xP 


0. 


Analise você o caso em que p é extremo de 7. 
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EXTENSÕES DO CONCEITO DE INTEGRAL 


3.1. INTEGRAIS IMPRÓPRIAS 


Estamos interessados, nesta seção, em dar um significado para os símbolos 


+] a + 00 
| f(x)dx, l f(x)dx e Í f(x)dx. 


1 


Definição 1. Seja f integrável em [a, t], para todo t > a. Definimos 
+ o . . t ps 
| f(x)dx = lim f(x)dx 
a t5+0 va 


desde que o limite exista e seja finito. Tal limite denomina-se integral imprópria de f estendida ao intervalo [a, 
+oo[. 


t 
Observação. Se lim l) f(x) dx for +0 ou —o continuaremos a nos referir a 


t5+0da 


+ 
| f (x) dx como uma integral imprópria e escreveremos 
a 


+ 00 cá 
Í f(x)dx =+% ou l f(x)dx =—%. 


a a 
Se ocorrer um destes casos ou se o limite não existir, diremos que a integral imprópria 
é divergente. Se o limite for finito, diremos que a integral imprópria é convergente. 
Suponhamos f (x) > 0 em [a, +o[ e que f seja integrável em [a, t] para toda t > a. 


Seja 4 o conjunto de todos (x, y) tais que 0 < y < f (x) e x > a. Definimos a área de 4 
por 


+o 
área Á = Fx) da 


di 


+ 0 
EXEMPLO 1. Calcule Í à di 
É % 

Solução 

+ 00 t 

| 3 dx= lim l a dx. 

| x t>+0 J1 x? 
Como 

t 

| A a =|-+] == +41 

E x | t 
resulta 


e 1 ; : O 
Como | — dx = 1, a integral imprópria é convergente. 
e 


E 
+ 
EXEMPLO 2. A integral imprópria Í Lx é convergente ou divergente? Justifique. 
I x 
Solução 
t l t 
[a =1n x} =t 
1% 


Assim, 


+00 1] 
| — dx= lim Int=+2>0, 
| x t+ 


Logo, a integral imprópria é divergente. 


t1 +% ] 
área = | — dx= Int área = Í — dx= +œ 
e ln - 
+ 0 
EXEMPLO 3. Suponha s > 0 e calcule | eS cos t dt. 
0 


Solução 


+ 00 i : u 
l es cost dt = lim l eS cos t dt. 
0 u>+ YO 


u u u 
| es cos t dt =[e75 sen 1]! — l — se Sl sen t dt = e7% sen u +s | es sen t dt. 
0 4 1 0 do 0 
fo 
Assim, 
o u u 
(1) l es cos t dt = e% senu +s l) e~t sent dt. 
= 0 0 


Por outro lado, 


u u 
| e sent dt=[eS (— cos Mo — l — se St! (— cos t) dt 
T 0 


0 1 
f € 
daí 
o u u 
2) l) eS sen t dt =—e7™ cosu +l-s l) e cos t dt. 
Š 0 0 


Substituindo (2) em (1) vem 


u u 
== = — ” == 
| es costdt=eS“ sen u — se cosu+s— s? l eS cost dt. 
0 0 


Daí 
A i — st — su — su 
A+s)| e costdt=e*"senu-se*! cos u +s 
0 
e, portanto, 
u 1 | 
| et cos t dt = —— [e senu— se“ cos u+ s]. 
0 l+ 54 


N : ni 

Sendo sen u e cos u limitadas e lim € = O (lembre-se de que estamos supondo s > 
u—> +00 

0) resulta 


lim e “senu=0 e lim se ™ cosu = 0 


Uu—=>+0 us +o 
e, portanto, 
Ae —st ; l —su —su S 
e *costdt= lim —— [e “ senu — se ` cosu+ts])=-——. 
0 u>+0w l+ s4 | + s4 
Assim, 
+ 00 . $ 
| e cos t dt=-——— [El 
0 1 +5 


Definição 2. Seja f integrável em [t, a] para todo t < a. Definimos 
a E . a 7 
| fo)dx= lim | f(x) dx. 
— 00 f-—0 df 
Definição 3. Seja f integrável em [— £, t], para todo £ > 0. Definimos 


+o oo +o 
| E f(x) dx = l Í (x) dx + | Í (x) dx 
a ) 


desde que ambas as integrais do 2.º membro sejam convergentes. 


Observação. Com relação à definição 3, se as duas integrais que ocorrem no 2.º 
membro forem iguais a + œ (ou — œ), ou se uma delas for convergente e a outra + oo (ou 
— 00), poremos 


Exercicios 3.1 


+ 00 + 00 
| f(x) dx = +% [resp Í f(x)dx = ==) 


1. Calcule: 
ME 
— Xx 
a) | as 
+0 | 
c) |, e *dr(s>0) 
+ 00 
e) | te! dt 
0 
+o E. 
xe *” dx 
Df 
de l dx ( 0) 
i) | fifa 
0 s? + x? 
+00 
D Í, zan dx 
+ 00 Y á 
— 
n) |, 1+ 14 


+0 
Í et sen t dt 
0 


+ o 1 
2. Calcule f = dx, onde a é um real dado. 
1 x 


3. Calcule 


a) 


c) 


zx 
e 


+00 
Í f(x) dx onde f(x) = 


+0 
Í f (x) dx onde f(x) = 
— 00 


| se lxl=1 
O se lxl> 1 


1 selxl = 1 


1 
=> se lxl > 1 
ye 


+00 
4. Determine m para que Í f(x) dx = 1, sendo 
00 


b) 


d) 


b) 


d) 


+ 0 

l) ear 
0 
+00 f 

Í —— dx 
i NX 


je m selxl = 3 
O selxl>3 


+ 00 
5. Determine k para que se tenha | ¿Atl de=1 


— 0 


+ 00 
6. Determine m para que | f (x) dx = | onde 
“q ltd 


f(x) = |m? se lxl = 1 
jo selxl > 1 
7. Sejam dados um real s > 0 e um natural n + 0. 
a) Verifique que 
HHan Es n 400 =J ep 
| er t d= E | EE pe di: 
0 s 90 


n! 


b) Pe sci $ 
Mostre que e f dt = -FT 
0 s” + 


8. Sejam a e s,s > 0, reais dados. Verifique que 


+o 
a) |, e Sen at dt = m + 0) 

e SAA 

ses s 

b) Í e! cos at dt = > = 

0 a ml + 

+% 

= l 

c) l) e ¿A dt= (s> a) 

0 S— 

+ o | 
d) l) e dt=> 

0 S 

+ 00 i 
e) ji e* tdt ==> 

s2 

+ 00 1 
f) eCreUd= 0 _(s>0) 
| 0 TE 

(s— a) 


+0 
Utilizando o Exercício 8, calcule | e f (f) dt sendo: 
0 i 


a) f (t) = sen t + 3 cos 2t 


b) f (Ò = 3t + 2e31 + tet 


10. Suponha que, para todo £ > 0, f seja integrável em [- £, £]; suponha, ainda, que f (x) > O para todo x. Prove que 


+ 00 t 
| f O) dx = lim | f(x) dx. 
— 0 ` —t 


t=5 + 


3.2. FUNÇÃO DADA POR UMA INTEGRAL IMPRÓPRIA 


Suponhamos f definida em R e tal que, para todo x, | _ f() dt seja convergente. 


Podemos, então, considerar a função F definida em R dada por 
x 
F (x) = l £0 dt. 
— 0 
Fixado o real a, para todo real u, 
xX a X 
| fu dt= | fu dt+ | f(t) dt; 
u u a 
fazendo u — — œ resulta 
p a x 
| Ft) dt = | f(t) dt +Í f(t) dt 
— 0 — 00 a 
e, portanto, 
a . 
F (x) = f P Ft) dt + H (x) 
onde 
Xx . 
H (x) = f fÒ dt. 
a 


Já vimos que H (x) é continua e que H é derivável em todo x em que f for contínua; 
a 
além do mais, H' (x) = f (x) em todo x em que f for contínua. Como | Ft dt é 
00 


constante, resulta que F é contínua e que F" (x) =f (x) em todo x em que f for contínua. 


| ro va (Iselti<l 
EXEMPLO 1. Esboce o gráfico de F (y) = f dl (t) dt onde f (1) = | ne HIST 


Solução 


Esmar=[ oa E sodr= fo dt+ IR dt 


X —1 l x 
f fu) dr= | 0 dr+ | des f Odi 


X 
Í O dt sex<=-l 
— 0 
x — Pr 
| fa di=4 | 0 dt + | Ldt se lxl<1 
— O — O — |Í 


—1l i x 
| 0 dt + | a+ [o de mal 
— wm —1 1 


ou seja, 
$ ll sex<-—1 
Fœ =f f(t) dt=4x+1 se lxI< 1 
Es 2 sex =1 


O se lxl > 1 
¡7 Sd 


Observe: F é contínua e p' (x) = | 


. l 
EXEMPLO 2. Esboce o gráfico da função F (x) = f fdt onde f(t) = | f2 sekla] 
— 0 


A sell <1 


Solução 


Assim, 
x 1 
Í — dt sex<-l 
—o f* 
x = | x 
| f (1) dt = l dt + | l dt se-l<r<l 
— 00 — oo |” —1 
-11 1 x] 
Í dt + | Ldt+ | — dt sex>l. 
— m1” ul 1 t4 
Xx X 
Í TOT lim fds lim += 
— oo [4 ko—o dk t4 k-s—00 x k Xx 


-1 
Em particular, Í Em = |. Então 
— o f* 


oa sex<-l 


: X 
Fœ= f fdt =41 + [t]*, se-1<x=<1 


X 
1424 2 sex>1 


ou seja, 


ne sex<-l 
X 
F(x) =4x+2 se=1<x=<l 


EN sex>l. 
x 


Como f é contínua, F é derivável em todos os pontos; assim, o gráfico de F não 
apresenta “bico”. 


Exercícios 3.2 


X 
Esboce o gráfico de F (x) = Í f (1) dt onde 
(P 4] 


cen 2 seltim 1 t se-let<l 
* EXPO selel>1 20% — 10 ati] 


1 t se O <t=<l 
E se t=| | 
l fO=jr T S 4. f(0)=¿/= se 1>1 
lO se 1<1 E 
se t<0 
` NSi p EN 6. jor 
— |” se = 
7 (0 l g [0 sets 0 
= 2 O (1) = 
j 1+ 1º le”! se t>0 
| > 
—— set«<l1 O set=0 
FR | 
9. f=] a 10. f()=11 se0<t<1 
| — se f > 1 l 


—sef>l 
UE 


3.3. INTEGRAIS IMPRÓPRIAS: CONTINUAÇÃO 


O objetivo deste parágrafo é estender o conceito de integral para função definida e 
não limitada num intervalo de extremos a e b, coma e b reais. 


Definição 1. Seja f não limitada em Ja, b] e integrável em [£, b] para todo t em Ja, bl. 
Definimos 


b b 
fo)dx= lim | f(x)dx 
a toatt 


e i l > b : ` 
desde que o limite exista e seja finito. O número ff@ax denomina-se integral 
a 


imprópria de f em [a, b]. Se o limite for +0 ou —oo, continuaremos a nos referir a 
b , E Es cia 
f(x) dx como uma integral imprópria e escreveremos 


b b 
f(x) dx = +% ou | f(x) dx = —%, conforme o caso. Se ocorrer um destes casos ou se 
a a 


o limite não existir, diremos que a integral imprópria é divergente. Se o limite for 
finito, diremos que a integral imprópria é convergente. 
Já observamos que uma condição necessária para uma função f admitir integral de 


Riemann num intervalo [a, b] é que f seja limitada em [a, b]. Deste modo, se f não for 
limitada em [a, b], f não poderá admitir, neste intervalo, integral de Riemann; 
entretanto, poderá admitir integral imprópria. 


l 
EXEMPLO. Calcule a dx. 


Solução 


f(x) = ES é não limitada em ]O, 1] e integrável (segundo Riemann) em [t, 1] para 
yX 


0 <1t<1; de acordo coma definição anterior, 


| 11 
— dx.= lim —= dx= lim [2- 241] = 2 
0 yx t=>07% yx t> 0" 


ou seja, 


, | , 14 
área | — dx. área = | — dx. a 
t NX OX 
Exercícios 3.3 
1. Calcule 
11 cl] 
a) Í — dx b) — dx 
ORN/X 0x 
ai ” 
+ eo el 
c) Í —=— dx d) ] In x dx 
l 0 


de livros em pdf 
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2. Suponha f não limitada em [a, b[ e integrável em [a, t] para a < t < b. Defina 
b 


| Foo dr. 
a 


3. Calcule 
| l (2 1 
a) Í - dx b) J, = dx 
0 11 = x? X 
2 | el XxX 
Cc) Í — dx d) ] —=— dx 
14-21 o 1-2? 


ao eos 7 ; rh 
4. Suponha f não limitada e contínua nos intervalos [a, c[ e Jc, b]. Defina | f(x) dx. 
1 


é 


5. Calcule 


6. Suponha f contínua em Ja, b[ e não limitada em Ja, c] e em [c, b[. Defina 
eb 


| f(x) dx. 
a 


3.4. CONVERGÊNCIA E DIVERGÊNCIA DE INTEGRAIS 
IMPRÓPRIAS: CRITÉRIO DE COMPARAÇÃO 


Em muitas ocasiões estaremos interessados não em saber qual o valor de uma 
integral imprópria, mas sim em saber se tal integral imprópria é convergente ou 
divergente. Para tal fim, vamos estabelecer, nesta seção, o critério de comparação que 
nos permite concluir a convergência ou a divergência de uma integral imprópria 
comparando-a com outra que se sabe ser convergente ou divergente. 

Observamos, inicialmente, que se f for integrável em [a, t], para todo t> a, e se f 
(x) > 0 em [a, +oo[, então a função 


X 
F (x) = li fdt x>a 
a 


será crescente em [a, +00]. De fato, se xı e x2 são dois reais quaisquer, com a < xı < x», 
então 


F (x3) — F (xı) E] 


Xy . a. x 
? far- f fOd=f ft) dt =0. 
a a X 


Assim, quaisquer que sejam xı, x2 em [a, +of, 


Xi IX > F (xı) < F (x2). 


xX 
Logo, F é crescente em [a, +co[. Segue que lim Í f(t) dt ou será finito ou +00; será 
x5+0 a 


x 
finito se existir M > 0 tal que | f (1) dí = M para todo x > a (veja Exercício 9). 
a 


Critério de comparação. Sejam fe g duas funções integráveis em [a, t], para todo t > a, e tais que, para todo 
x>a,0<f(x)<g (x). Então 


+00 + 00 
a) j g(x) dx convergente > l) f (x) dx convergente. 
a a 


+00 +0 
b) Í f(x) dx divergente > f 8 (x) dx divergente. 
a a 


Demonstração 


t +00 
a) lim | g(x) dx é finito, pois, por hipótese, | g (x) dx é convergente. De 0 < f 
a a 


t—>+ %0 
(x) < g(x), para todo x > a, resulta 


t t +00 
| f (x) dx <f g(x)dx < | g (x) dx. 
a a a 


t Ei n , 
Sendo F (t) =Í f(x)dx crescente e limitada, resulta que lim | f(x) dx será finito 
é 


a t5+w “a 
+90 


e, portanto, | l f (x) dx será convergente. 


a 


b) Fica a seu cargo. 


nf 
a 


+20 +0 
Í g(x) dx convergente = Í f(x) dx convergente 
a a 


+00 +0 
Í f(x) dx divergente = Í g(x) dx divergente 
a a 


+00 
EXEMPLO 1. Verifique que | e” * sen” x dx é convergente. 
0 


Solução 


J da o E 
0O<e“sen'x<e `, para todo x = 0. 


+ q t . = 
| E ei ER | e™* dx= lim [-e™ + 1] = 1, logo, 
0 t+ YO t>+00 


qe P r LAP RE A p po p 2 A 
| e7* dx é convergente. Segue do critério de comparação que | e*sen'xdx é 
0 0 


convergente e, além disso, | 
0 


+ 00 i ” 
e ¥ sen xdx< il. 


3 


EXEMPLO 2. Verifique que a integral imprópria IN A dx € divergente. 
ll PA 


Solucáo 


l 
x= 1 =— 
+ 4 
Para todo y? , €, portanto, 
3 
E = E M > 0 
x +3 4 x 
+œ 1 e É z 00 y3 
De | FE dx= +, segue, pelo critério de comparação, que | 7 A dx 
l +X Lo - 
divergente. 
E 


O exemplo que daremos a seguir será bastante útil no estudo de convergência de 
integrais impróprias cujo integrando não seja sempre positivo. Tal exemplo conta-nos 


que se po If (Gol dx for convergente, então po f(x) dx também será (náo vale a 
a a 


recíproca). 


EXEMPLO 3. Suponha f integrável em [a, t], para todo t > a. Prove 
+ 00 + 00 
| IF œ) dx convergente >| f(x) dx convergente. 
a a 


Solução 


Para todo x > a, 
OSIS E <2 1 Gx). 


+ 00 rn +. mu 
Sendo | If(x)ldx convergente, resulta, do critério de comparação, que 
0 


+% 
l) IOD + ()] dx é, também, convergente. Temos 
a 


f f(x) dx = f UFO) + FO) — FO) dx = f 


a 


t 
LEG) +f] dx =] IF QI dx. 
a 


+00 0 

Como | Ufo) + fx] dx eo | f(x)l dx são convergentes, resulta que po f(x) dx 
a a a 

também é convergente. 


+ 00 


EXEMPLO 4. A integral imprópria | e* sen? xdx é convergente ou divergente? 


0 
Justifique. 
Solução 
0O<|e"sen'x|<e”. 
O amp e a e i . 
Como | e * dx é convergente, então | le “sen x | dx também será convergente; 
0 0 


+ 
pelo Exemplo 3, | e7 * sen? x dx é convergente. 
0 


EXEMPLO 5. É convergente ou divergente? Justifique. 


+% sen x +“ sen x 
a) l dx b) l dx 
| x l x 
Solução 
a | Rc se À 
a) Í — sen x dx = | — (— cos x)| — |- — (— cos x) dx = 
E Z | i g4 
cos ft t cos x 
=— + cos 1 [ — dx. 
t IS 
cos x | Pow , O ; 
Para todo 0 = ==. Como | — dx é convergente, | — dx também 
xs po | b o | ES 
z gd y F 
sera, e, portanto, -— dx é convergente. Como 
l x 
0 
WAS limitada 
A cos t l e 
lim — = lim (cost) =0 
t5+o ft t+ t 4? 
resulta 
+0 sen x cos x 
—— dx = cos 1 — =— dx 
l x l x 


i +% se 
ou seja, Í 
l 


dx é convergente. 
x 


b) Para todo x, [sen x| < 1 e, portanto, 
sen? x < |sen xl. 


Segue que, para todo x > 1, 


sen x 


= 


f 
sen? x 


© 


X X 


Temos: 


t 
t > 1 | ) t 1/1 | 
1 sen“ x dx =|— | —x— — sen 2x | = |- - E — — sen 2x dx = 


sen 2t sen 2 t| ] sen 2x 
-> I + a E 
4t 4 Res = 4x4 


: +º sen 2x é à Saad 
[é X +) — (L = 00 
Tendo em vista que ia 1x é convergente (por qué?) cr lx= +%e 


sen 21 
lim ——— = 0, resulta 
t=+ é 
t sen? x 
lim Í Sen X iy = +o 
to+0 dd x 
ou seja, 


+% sen? x 
| Sn Y des +00, 
l 


X 


“sen x E ajs A 
dx € divergente. Tendo em vista o 


+ 
Pelo critério de comparação (veja (1), | 
l 


x 
item a), conclui-se que a recíproca da afirmação do Exemplo 3 não é verdadeira. 
E 


O teorema seguinte, cuja demonstração é deixada para exercício, estabelece a 
convergência ou divergência de certas integrais impróprias e que serão úteis no estudo 
de divergência e convergência de integrais impróprias. 


Teorema 


+ 00 
a) | -z dx é convergente para a > 1 e divergente para a < 1. 
| : 


b) e “ dx é convergente para todo a > 0. 
0 


Exercicios 3.4 


1. É convergente ou divergente? Justifique. 


+ 1 +0 q? +] 
a) Í SR AM dx b) | E HE dx 
1 o x)+3x+1 1 x +l 
l 
+0 l +0 ex dy 
c) Í —————— dx d) | - E E 
Y l b mes 


- 3 xt +2x+41 


+% cos 3x 
e) — dx 
l 


5 


P 


To M2 
g) Í TA dx 
t, e dE 


+o a 
i) Í e ¥ cosx dx 


+o cos 2x 
P | dx 
l 


x 
+% ] 
h) Í — ~ dx 
Y HULE 
+0 a 70h 
j) | PER o A dx 
O qx+x+1 


+ 0 l 
m) | a E: dx 
-w x*+xº+1 


2. Suponha f integrável em [a, t], para todo t > a, com f > (x) O em [a, + œ[. Suponha que existem um a real e 
lim g()=L>0 
->+ 


uma função g tais que, para todo x > a, f(x) = gre R (x). Suponha, além disso, que Es 
XxX i 


(L real). Prove: 
a) cdi 
a>l =f f (x) dx convergente 
a 


b) +. 
asl >| f(x) dx convergente 
a 


3. Utilizando o Exercício 2, estude a convergência ou divergência de cada uma das integrais a seguir. 


+o x6-x+1 pe x —3 
a) Í — b) | _———- d 
l 


2 1121243 0 (x? tylO 3] 


+e 2x3 + x2+1 
y Esc 
l 


x +x+2 


4. Seja f contínua em [0, t], para todo £ > 0, e suponha que existem constantes M > 0 e y > 0 tais que, para todo £ 


um In x 
d) | E $4 
| xin(x+1) 


O If (t) | < Me”. 
ao 
Prove que | es f(t) dt é convergente para s > y. 
0 
Observação. Uma função f se diz de ordem exponencial y se existem constantes M > 0 e y > 0 tais que (1) se 
verifica. 


5. Seja f uma função, com derivada contínua, e de ordem exponencial y. Verifique que, para 
a+ 


E ia | as ES (f) dt é convergente e que 
0 


+x , +0 
|] ef" (t) dt = sÍ e SE f(t) dt — f (0). 
0 0 


6. Suponha que f seja de ordem exponencial y e que, para todo t real, 


(2) F(O0+3f60=!t. 


Mostre que, para todo s > y, 


f0) | 
s+3 (s+3) 


gem, +00 + 
(3) Í as fig) dí = 
0 


Conclua que existem constantes 4, B, C tais que 

f(0) A B E 
+ — + — + : 
E O 56 FE 


+o 
Í e fd = 
( 


Agora, utilizando o Exercício 8 da Seção 3.1 e supondo f (0) = 1, determine f que verifique (3) e mostre, em 
seguida, que esta f satisfaz (2). 


Observação. A função g dada por 


» +00 
g (s) = ] et fÀ dt 
O 


denomina-se transformada de Laplace de f. 

7. Procedendo como no exercício anterior, determine f tal que 
a) f' (-2$(0)=costef(0)=2. 
DIO+IO=etef(0)=-1. 


8. Suponha que fe f' sejam de ordens exponencial y1 e y2, respectivamente. Suponha, ainda, que f” seja contínua. 
Verifique que 


“+00 


) 


9. Suponha F (x) crescente em [a, + oo[. Prove que j mn g () será finito ou + œ. Será finito e igual a sup {F 


. y pro . 
eS f" (1) dt = °| es f' (1) dt — sf 0) — f’ (0). 
0 


(x) | x > a} se existir M > 0 tal que, para todo x > a, F (x) < M. 
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APLICAÇÕES A ESTATÍSTICA 


4.1. FUNÇÃO DENSIDADE DE PROBABILIDADE. 
PROBABILIDADE DE VARIÁVEL ALEATÓRIA CONTÍNUA 


Definição. Seja fuma função definida para todo x real e integrável em todo intervalo [a, b], coma e b reais e a 
< b. Dizemos que f é uma função densidade de probabilidade se as seguintes condições estiverem satisfeitas: 


1) f (x) 2 0 para todo x; 
+00 


li) f(x) dx = 1 


— 0 


EXEMPLO 1. Sejam a < b dois reais quaisquer e fa função dada por 


wa n [— se asrab 


O e X<a o x >b. 
Verifique que f é uma função densidade de probabilidade. 
Solução 


De b > a segue que f(x) > O para todo x. Por outro lado, 


+00 b l 
| f(x) dx = l dx = 1. 


-0 a b-a 


Logo, a função dada é uma função densidade de probabilidade. 


EXEMPLO 2. Sendo 5 > 0, verifique que a função f dada por 


| ex/B 
f=: a 
| 0 se x<0 


se x=0 


é uma função densidade de probabilidade. 
Solução 


De 5 > 0 segue que f (x) > O para todo x real. Por outro lado, 


+00 +% o-x/B s À 
| f(x) dx = Í E dx = a lim l) e*B dx = 1 
j" 0 B B 0 


—00 s— +00 
pois 


5 j 
Í eP dx=-peB+Be lim e =0. 
í 


) Ss +% 


Assim, a função dada é uma função densidade de probabilidade. 
E 


Consideremos um experimento qualquer, e seja S o espaço amostral associado a tal 
experimento, ou seja, S é o conjunto de todos os possíveis resultados de tal 
experimento. Suponhamos, agora, que a cada resultado possível de tal experimento seja 
associado um número X. Pois bem, a variável X obtida dessa forma denomina-se 
variável aleatória. Se o conjunto de todos os valores de X for finito ou enumerável, 
dizemos que X é uma variável aleatória discreta. 

Quando a variável aleatória X é discreta, é possível associar a cada valor de X uma 
probabilidade. Consideremos, por exemplo, o experimento que consiste em lançar uma 
moeda. Neste caso, o espaço amostral é o conjunto (cara, coroa}; se ao resultado cara 
associarmos o número 0 e ao coroa o 1, a variável aleatória X poderá assumir qualquer 
valor do conjunto finito (0, 1), e X será então uma variável aleatória discreta. Supondo 
a moeda honesta, a probabilidade p (x) de cada valor x de X é Ea ou seja, 


p(0) = 1 ep(1)= A, é usual a notação P (X = x) para representar a probabilidade de 


a variável aleatória X ser igual ax: P (X= x) =p (x). Observe que p (0) + p (1) = 1. 
Consideremos, agora, um experimento em que o espaço amostral consiste em n 
resultados possíveis, s1, S2, ..., Sn, € a cada resultado s; associamos um número x; então 
fx,|1=1,2,...,nj é o conjunto dos valores possíveis da variável aleatória discreta X; 
a cada valor possível x; de X podemos atribuir uma probabilidade p (x) = P (X = x), 


n 


comp (x)>0€e p(x;) = 1. Se o conjunto dos possíveis valores assumidos por X for 
P y p p 
i i=1 


enumerável, ou seja, da forma (x; | i natural), as duas condições acima deverão ser 
+00 


substituídas, respectivamente, por p (x) > 0, para todo i natural, e 3 p(x;) = 1, onde 


1 L= 


+00 n 
p(x;) = lim Tr 
2 F i n—o+0. à ł ' 


¡=1 i=l 


A seguir, definimos probabilidade de uma variável aleatória que não é discreta mas 
que admite uma função densidade de probabilidade. 


Definição. Sejam X uma variável aleatória e f uma função densidade de probabilidade. Dizemos que a variável 
aleatória X tem densidade de probabilidade f se a probabilidade de X pertencer ao intervalo Ja, b[, com a < b 
quaisquer (a =— œ ou b = + œ), for dada por 


P(a<X<b)= r f(x) dx 
À 
respectivamente, 
P-o<X<b)=PX<b)= E f(x)dx 
a 


+00 
P(a<x<+o)=PX>a) =Í fÐdx). 


a 


área hachurada = P (a = X =b) 


Desse modo, a probabilidade de X estar entre a e b nada mais é do que a área da 


região limitada pelo gráfico de y = f (x), pelas retas x = a, x = b e pelo eixo x. De 
+ 
| fl)dx=lef(x)=0 para todo x, resulta que a probabilidade de a variável 


— qo 


aleatória X pertencer ao intervalo Ja, b[ é tal que 0<P(a<X<b)<1. Observe que f 
(x) dx é um valor aproximado para a probabilidade de a variável aleatória X estar 
compreendida entre x e x + dx. 

Pelo que sabemos sobre as funções integráveis, nada muda nas definições acima se 
um dos sinais < (ou ambos) for trocado por <; assim, 
P(a<X<b)=P(a<X<b)=P(a<X<b) etc. 


Dizemos que uma variável aleatória X é contínua se, para todo a real, a 
probabilidade de X = a for zero. Pois bem, se X é uma variável aleatória que admite 
função densidade de probabilidade f, então X será uma variável aleatória contínua, 
pois para todo a real P(X = a) = IN fl) dx =0 


í 


EXEMPLO 3. Suponha que o tempo de duração de um determinado tipo de bateria 
(digamos, bateria de relógio) seja uma variável aleatória X contínua com função 
densidade de probabilidade dada por 


10 se x<0 


sendo o tempo medido em anos. 


a) É razoável tomar f como função densidade de probabilidade para a variável 
aleatória X? 


b) Qual a probabilidade de a bateria durar no máximo um ano? 


c) Qual a probabilidade de o tempo de duração da bateria estar compreendido entre 1 
e 3 anos? 


d) Qual a probabilidade de a bateria durar mais de 3 anos? 
Solução 


Pelo Exemplo 2, tal fé uma função densidade de probabilidade (5 = 3). 


a) Inicialmente, observamos que teoricamente X poderá assumir qualquer valor real 
positivo. É razoável supor que a probabilidade de X pertencer ao intervalo [x, x + 
Ax], com Ax > 0 e constante e x > 0, decresce à medida que x cresce, e, como a 
probabilidade de X ser menor que zero é zero, é então razoável esperar que a f seja 


nula para x menor que zero e descrescente no intervalo [0, +oo[. Como a f dada 
acima satisfaz tais condições, é então razoável tomar tal função como função 
densidade de probabilidade da variável aleatória X. É claro que essa f não é a 
única função que satisfaz tais condições. 


4 


uy 


—x/3 
ico y =— e x/? 
> — 
m pa ha E 
Ax Ax 


b) A probabilidade de que a bateria dure no máximo um ano é a probabilidade de a 
variável aleatória X pertencer ao intervalo [0, 1]: 


“al Ex 3 £ 
P(0< des E f 8 dy = [2078] = 1 —e7!® ~ 0,28. 


Em termos percentuais, a probabilidade de a bateria durar menos de um ano é de 
aproximadamente 28%, ou seja, em cada 100 baterias, espera-se que 28 deixem de 
funcionar com menos de um ano de uso. 

c) P(1<X=<3)= — | e dy = [- ea, =-elre 1B=035. Assim, a 
probabilidade E que a bateria dure de um a trés anos é de 35%. 

dprpe<x=1 [o e dx = di Jo = e! =(,37. A probabilidade de que a 


bateria dure mais de 3 anos é de 37%, ou seja, em cada 100 baterias, espera-se que 
37 durem mais de 3 anos. 
E 


EXEMPLO 4. Seja f dada por 


Que valor da constante k torna fuma função densidade de probabilidade? 


Solução 


+00 +00 
Como | foydr= | f(x)dx, precisamos determinar k de modo que 
— 00 


+00 
3 dx = 1. De Í 


[z 
l X 


= dx = hai (verifique), segue k = 2. Assim, para k =2 a fé 


y 


uma função densidade de probabilidade. 


Exercícios 4.1 


l. 


4.2. 


Determine k para que a função dada seja uma função densidade de 
probabilidade. 


a) f (x) = kxe x para x > 0 e f (x) = 0 para x < 0. 

b) f(x) = kek " para todo x. 

c) flO)=kx(x—5),0<x<5Sef(x)=Oparax<0oux>s. 
d) fx) = 


para todo x. 


» 


1+4x 


Suponha que o salário R$X de um funcionário de uma fábrica seja uma variável 
aleatória com função densidade de probabilidade f (x) = kx? para x > 400 e f 
(x) = 0 para x < 400. 


a) Determine k para que f seja uma função densidade de probabilidade. 
b) Qual a probabilidade de o salário ser menor que R$1.000,00? 


c) Qual a probabilidade de o salário estar compreendido entre R$2.000,00 e 
R$5.000,00? 


d) Se a fábrica tem 3.200 funcionários, qual o número esperado de funcionários 
com salários entre R$2.000,00 e R$5.000,00? 


FUNÇÃO DE DISTRIBUIÇÃO 


Seja X uma variável aleatória. A função F dada por 


F (x) =P (X< x), comx real, 


é denominada função de distribuição da variável aleatória X. Se X for uma variável 
aleatória contínua, com densidade de probabilidade f, teremos 


NX 
F(=PX<y= | fdt 
— 00 


para todo x real. 

Observe que, se X for uma variável aleatória contínua com função densidade de 
probabilidade f, então a sua função de distribuição F é uma função continua e F" (x) = 
f (x) em todo x em que f for continua. Observe, ainda, que a probabilidade de a 
variável aleatória X pertencer ao intervalo [a, b] é 


b 
P(a=X=<b)=F(b)- Fla) = | f(x) dx. 
a 


Observe que, se F for uma função de distribuição, deveremos ter necessariamente 
lim F()=le lim F(x)=0_Wcê concorda? 


X — 4+0 X —>-—0 


EXEMPLO 1. Considere a função densidade de probabilidade dada por 
fo) = ES sex=lef(x) = 0sex< 1. Determine e esboce o gráfico da função de 
¿2 


distribuicáo F. 
Solução 


x X 
De F(x) = f f(x) dx, segue que F (x) = 0 se x < 1 e F(x) = Í Fi se x > 1, ou 
—00 ` 1 de 


seja, 


[0 se rsl F(x) 


(Observe que lim F(x)=1.) 
x > +00 


EXEMPLO 2. Seja X uma variável aleatória discreta que pode assumir qualquer valor 
do conjunto (0, 1) e com probabilidades P (X= 0) =p (0) = = eP(X=1b=p (1) = : 


” 


. Esboce o gráfico da função de distribuição da variável aleatória X. 
Solução 


Temos P (X < 0) 0, pois X não pode assumir valor negativo; para 0 < x < 1, P (X< 
x)=P(X=0)= a pois X = 0 é o único valor que X poderá assumir no intervalo [0, 


1[; para x > 1, P(X<x)=P(X=00uX=1)=P(X=0)+P(X=1) 1. Assim, 


lS sex<0 
F()=P(X=x)=/-s0<x<1!l 


1 sexzl. 


Observe que F é descontínua nos pontos x = 0 e x = 1. Observe, ainda, que 
lim F()=1 


x > + 


Exercícios 4.2 


1. Determine a função de distribuição da variável aleatória X, sendo sua função densidade de probabilidade dada 
a seguir. 


l 
P f) =Z para 0Sx<5ef()=0 para x <0 oux > 5. 


~ 


D) f= L es para x= 0e f@)=0 para x <0. 


daek 


q para todo x real. 


l px l 
2 Sabendo que a função de distribuição da variável aleatória X é dada por F(x) = — | 
—oo 


determine sua função densidade de probabilidade. 


3. Seja X uma variável aleatória discreta que pode assumir qualquer valor do conjunto (0, 1, 2) e com 


l 1 
probabilidades P (X= 0) = E P(X=1D=—eP(X=2)= = Esboce o gráfico da função de distribuição da 
6 


o pon 


variável aleatória X. 


4.3. VALOR ESPERADO E VARIÂNCIA DE VARIÁVEL 
ALEATÓRIA 


Consideremos uma coleção de n números reais em que o número xı aparece 


repetido nı vezes, x> aparece nz vezes, ..., xr aparece ny vezes, de tal modo que 
k 
ba n; = n; pois bem, a média aritmética x desses números é dada por 


i=l 


k k 
= ] ni 
x= — y ni X; = ls Xi fi, onde f; = —. 
n [. n 
i=l i=1 


Sabemos que a distância do número x; a x é |x;— x |; assim, o quadrado da distância 
de x; a x é (x;— x)”. A média aritmética dos quadrados das distâncias de x; a 7, i de 1 a 
k, é, por definição, a variância de tais números: 


k 
gu a l =9 Ne 
variáncia = — > (x;— x) n;= pi (O; — x) Ji 
n 


i=1 ¡=1 
A raiz quadrada da variáncia denomina-se desvio padráo de tais números: 
E 
. ES | ER, m 
desvio padrão = y e qua 


V:— 
[i=l 


Observe que, quanto maior o desvio padrão, mais afastados estarão os números x; da 
média x, e, quanto menor o desvio padrão, mais concentrados em torno da média x 
estarão os números x;. 

Consideremos, agora, uma variável aleatória discreta X com possíveis valores xı, 
X2, X3, ..., Xy € probabilidades p (xı), p (x2), ..., p (xx). Por definição, o valor esperado 
ou média de X, que se indica por E (X) ou simplesmente por u, é 


k 
E(X)= Y xpa) 


i=1 


Por outro lado, a variância de X, que se indica por Var (X) ou simplesmente por o”, 
a > 0, é, por definição, dada por 


k 
Var ()= Y a- EGO? p (xp. 


i=l 


Observe que se p (x;) = == para i de 1 a k, o valor esperado E (X) nada mais é do que 


a média x, e Var (X) nada mais é do que a variância dos números x1, X2, X3, ..., Xx, onde 
k 


x aparece repetido n vezes e de n;=n. 
i i =] 


A raiz quadrada de Var (X) é o desvio padrão o da variável aleatória X: 
o = Var (X). 


Observando que, para dx suficientemente pequeno, f (x) dx é praticamente a 
probabilidade de ocorrência de x, nada mais natural do que as seguintes definições de 
valor esperado e variância para uma variável aleatória contínua. 


Definição. Seja X uma variável aleatória contínua X, com função densidade de probabilidade f. Definimos o 
valor esperado E (X) de X por 


+0 


E (X) = l x f(x) dx 


— 00 
e a variância Var (X) de X por 


+00 


Var (0) = |. [x EGOR far 


desde que as integrais impróprias sejam convergentes. 


Lembrando que E (X) é um número, temos 


+0 +00 y (+2 
Var(X) = IM fala 2 E) E xf (0) dx + [E CO E f(x) dx. 
+00 +0 
De E (x) = l x f(x) dx e l f(x) dx = 1 resulta 
— q — po 
fan +% f, 9 
I) Var (X) = | x fO de — [E OT. 
—o 


EXEMPLO. Seja Xa variável aleatória com função densidade de probabilidade 


e =E f B 


fo) = | cd E 
lo se a =D: 


Calcule o valor esperado e a variáncia de X. 
Solucáo 
Cálculo do valor esperado E (X). Como f (x) = 0 para x < 0, vem 


+00 
E(X) = 5 f xe P dx. 


Integrando por partes, temos 
S $ ] Ss E mM 
| xe “B dx = [-Bre == Pi +B | eP dx 
0 0 0 
e, portanto, 


f xe “Bdy = [-pse Bj + p? [1 — e7] 
( 


D 


De lim -gs7 =0e lim e% =0 (confira) resulta 


s> +00 s>+0 


+0 5 
ALA M TEN 
B “0 B 


Assim, o valor esperado da variável aleatória X é E (X) = 5. Vamos, agora, ao cálculo 
de Var (X). Tendo em vista (1), 


+% 
Var (X) = LA x? e “B dx — [EGO 
B 0 


Integrando duas vezes por partes, obtém-se: 


+00, 
JE 3 
[deta =2p. 
Ú 


Lembrando que E (X) = 5, resulta: 


Var (X) = ff. 


Conclusão: 


E (X) =Be Var X =F. 


Exercícios 4.3 


1. Determine E (X) e Var (X) da variável aleatória X com a função densidade de probabilidade dada a seguir. 


a) fœ) = 


paraa <x <b ef(x)=0 parax <a ex >b. 
b=a 
De 3 
f(x) = FG Para x 2 0 ef (x) =0 para x <0. 
(x+ 1) 


c) f (x) =x ex para x > 0 e f (x) = 0 para x < 0. 


4.4. DISTRIBUIÇÃO NORMAL 


Inicialmente, observamos que no Vol. 3 será provado o seguinte importante 
resultado: 


= +00 
Por e x ser uma função par, resulta Í ex dx= 
0 2 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = kex’, com x real. Determine o valor da constante k de 
modo que f seja uma função densidade de probabilidade. 


Solução 


+00 
Como f é uma função par, devemos ter | ke"? 12 dx = l 


> Fazendo a mudanca 
0 de 


de variável x = u «/2, resulta 


5 Ta en SİN2 » 
ke—=?12 de= | e? du. 
0 0 


Para s — +o, resulta 


+00 = +00 > k2 | 

yl fj’ E Ve NT 
| ke™*“!2 dx =k 42 l eS” du = ——————. 
( ( 


D 


E SN 
Deveremos ter então Kky2 NT _ 


bo 

bo | — 
E. 

t 

S) 


EXEMPLO 2. Sendo u e 0, o > 0, duas constantes dadas, mostre que 


| +% 319.2 
[7 ano? dr 1, 


oN2m 9-0 
Solução 
r ~ l —(x — 2/20? 1 . r . ~ q 
Como o gráfico de f(x) = —E— EN H) 120" $ simétrico em relação à reta x = 
ONET 
u, basta mostrar que 
4 
id 
l i f 2192 l Fi N 
eu) o dx= — Me | Em 
alar “H 2 == ! p 
u x 


= X 
Fazendo a mudança de variável z = 


, teremos dx = o dz e z = 0 para x = u. Tendo 
o 


em vista o exemplo anterior, segue que 


+0 +00 
l A TA l E | 
E - etx— H) 120 dx = — e? /2 dz = —. 
o 27 H y 27 0 2 


A seguir, vamos destacar a distribuição de probabilidades mais importante da 
estatística: a distribuição normal. 


Definição. Dizemos que a variável aleatória contínua X tem distribuição normal, com média u e variância 02, 
c > 0, se a sua função densidade de probabilidade for dada por 


| ad pd 
f(x) = —= euy 120" y real. 
o JT 
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ooo Ef 


A notação X : N (u, 0) é usada para indicar que a variável aleatória X tem 
distribuição normal, com média y e variância o” (ou desvio padrão o). 


EXEMPLO 3. Seja X uma variável aleatória contínua, com distribuição normal, média 
u e variância o”. Mostre que de fato tem-se: 


a) E (X) =u 
b) Var (X) = 0º. 
Solução 
a) 
l E Ta n a 
E (X) = —= l xe (3T HY 120" dy, 

ONET —00 

Temos 


de 2 29? Un 2/9 2 a A E 
| xe 4) 120" dy = l (x — p) CEY 120 de + y | Cn tao dy, 
) — %0 


— o — O 


Com a mudança de variável s = x — u teremos 


+00 . 212.2 + Aa? 
| (x — u) eH) 120 dx= | ses o ds=0 
00 


—D 


pois o integrando da segunda integral é uma função ímpar. Segue que 


+0 ” ” +0 > > 
pp (x— p)“ 120 dy = —(x — p)“ 120” dy 
xe e dx=u e dx. 
—00 


—00 


Assim, 
+0 Riso ár +00 r PP 
E (X) = | Í xe lx — ul 120" dy = a Í ex-yu) 120" dx= y 
oN2m -0 ay2r vw 
pois 


Portanto, E (X) = u. 


b) Temos 


l se 2 ¿lx — u)? Mo? 
Var (X) = == Í ESA + 
ONZT “0 


Tendo em vista a simetria do gráfico do integrando em relação à reta x = u, resulta 


2 Es ) ) > 

TES e = s — nº o(x— u) [204 Ay 

Var (X) = (w= uy «é dx. 
oNZT “H 


Fazendo f (x) = x — u, g' (x) = (x — u) e 4 e integrando por partes, vem 


aan ; ” —(x—u)/2 de ia —(x — u)? 1/20? 
| FO) e (x) dx = — o IE RE EA | + a Í E SU CR SE UA 
u m m 
Com lim (s— p) e(s— !/20* = 0 resulta 
S — +00 


a 
Var (X) = = 


P Trenn 2 
== ear” dy = q”. 
oN2m “H 


Assim, Var (X) = 0º. 


EXEMPLO 4. Seja X: N (u, °). Mostre que P (u — o < X < u + 0) independe de u e 
de o e que seu valor é 


2 l 2219 
P(u-oco<sX<uyu+o)= | eun dz. 


27 ( 
Solução 
2 u+o ; 2 992 
P(p-0<X=<yu+ 0) = —= f ESA ISA dias 
oN2m vu 


er X e H 
Fazendo a mudança de variável z = , teremos dx = ø dz, z = 0 para x = u,z = 1 
o 


para x = u + o e, portanto, 


DO qu. aiaga l 2,9 
| el) 120" dy = o | eU? dz. 
u 0 


Assim, a probabilidade de X pertencer ao intervalo [u — o, u + o] independe dos 
valores de u e 0, e seu valor é 


| + 
Í e™z“!2 dz = 0.68. 
, 


= 


Observação. Para calcular o valor da integral que aparece no 2.° membro, é só utilizar 
a desigualdade (x < 0) 


[ x? y? => y 
er —ll+x+ ++... +4 
À 2 3 n! ) 


E iai 


= fa 


(veja Exemplo 7 da Seção 16.3, Vol. 1, 5.º edição) e proceder como no Exemplo 9 da 
Seção 16.3 mencionada. Efetuados os cálculos, chega-se a: P (u=0<X<u+ 0) = 
0,68. Isto é, a probabilidade de X pertencer ao intervalo [u — o, u + 0] é de 
aproximadamente 0,68. No Apêndice 2, mostraremos como utilizar a calculadora HP- 
48G no cálculo de probabilidades de algumas distribuições contínuas. Quando X tem 
distribuição normal, existem tabelas para o cálculo de P (a < X< b). 


EXEMPLO 5. Suponha que a distribuição das alturas dos 850 alunos de uma 
determinada escola seja aproximadamente normal, com média 1,72 m e desvio padrão 
0,10 m. 


a) 
b) 


Qual o número esperado de alunos com altura entre 1,62 e 1,82 m? 
Qual o número esperado de alunos com altura superior a 1,90 m? 


Solução 


a) 


b) 


Exercícios 4.4 


Aqui u = 1,72 e o = 0,10. 
P (1,62 < X < 1,82) = P (u — o < X < u + 0) = 0,68, como vimos no exemplo 
anterior. Assim, o número esperado de alunos com altura entre 1,62 e 1,82 m é de 
aproximadamente 68% do total dos alunos da escola, ou seja, aproximadamente 578 
alunos. 
l o PA ue 

P(X => 1,90) = ——— ji etx— 1,7271002 dy = (0,036 (o cálculo foi feito na 

0,127 “19 
HP-48G). Assim, o número esperado de alunos com altura superior (ou igual) a 
1,92 m é de aproximadamente 3,6% do total dos alunos da escola, ou seja, 
aproximadamente 31 alunos. (Já dá para montar um belo time de basquete ou de 
vôlei, não? Bem, depende!) 

E 


1. Seja X uma variável aleatória contínua, com distribuição normal, média u e variância 02, o > 0. Sendo r > 0 um 
número real qualquer, mostre que 
pr 5219 
| e + /2 dz 


—r 


P(u—-ro<X<u+ro)= 


127 
e conclua que a probabilidade de X estar entre u — ro e u + ro, não depende de u e o, só depende de r. 
2. Seja X:N(u, 02). Mostre que 
i «bulo dino 


P(a < X < b) =—— a 
v27 aqu)lo 


onde a < b são dois reais quaisquer. 
3. Sejam X : N(50, 16) e Y : N(60, 25). 

a) Resolva a equação P(X < x) = P(Y < x). 

b) Resolva a inequação P(X < x) < P(Y < x). 
4. Sejam X: Nu E o? | eY: Nu 2 07 ). Discuta a equação P(X < x) = P(Y < x). 
5. Considere a função y dada por 


b > 
Rr e E É (xp)? 20? lx 
piu) = é ax 
di 


ONT 


sendo a, b e o constantes, com a < b. 


a) Mostre que 


es dz. 
(a—u)/o 


tu) =— 


l pa 2212 
y 271 


de 
AO A ad 
du 


4.5. FUNÇÃO DE VARIÁVEL ALEATÓRIA 


Consideremos a função Y = h (X) definida para todo X real. Se supusermos X uma 
variável aleatória, a variável Y será também aleatória; desse modo, teremos a variável 
Y como função da variável aleatória X. Um problema que surge naturalmente é o 
seguinte: conhecida a função densidade de probabilidade de X, como se determina a de 
Y Um caminho para resolver o problema é determinar a função de distribuição de Y. 
Antes, vamos relembrar como se deriva uma função dada por integral quando um dos 
extremos de integração é uma função. 


Sejam f contínua em um intervalo / e g definida e derivável em um intervalo J e tal que g (x) € I, para todo x 
em J. Nessas condições, para todo x em J, tem-se 


glx) 
F (x) = Í fdt > F' (x) =f e (0) g (x) 
í 


1 


onde a € J, com a fixo. Se / for da forma | —o, b [, poderemos tomar a = —o. (Reveja os Capítulos 2 e 3.) 


Uma das funções de variável aleatória que desempenha papel fundamental na 
inferéncia estatística é a dada por 


onde X é uma variável aleatória com distribuição normal N (u, o°). Vamos mostrar no 
próximo exemplo que Z é uma variável aleatória com distribuição normal padrão, ou 
seja, Z : N (0, 1). 


EXEMPLO 1. Seja Z a variável aleatória dada por 


onde X é uma variável aleatória com distribuição normal N (u, o”). Mostre que Z tem 
distribuição normal padrão Z : N (0, 1). 


Solução 
Precisamos mostrar que a função F de distribuição de Z é dada por 


l z 219 
F(z7)= — Í ext? dx. 
y27 9-0 


Temos 


FO = PZS) = P| 2E sz) = PAS o+ p) 


De X: N (u, 07), segue que 


l OER cid TE 
F(í)=P(X<oz+u)= | Í BETIE de 
ON 2m 0 
Então, 
F(o)=foztuloz+u) 
prós l atira a 
onde f(x) = | e MET HI CSS Segue que 
o N2m 
, l —z2/2 e 
F' (z) = > e* 1e (de acordo?) 
27 


e, portanto, 


F(z)= l E et 12 dx. 
m J-> 


(Outro modo de resolver o problema, é mostrando diretamente que 


b T 
P(a<Z<b)= — [ eU dz. 


NLT a 


Temos 


f e Y 
Pla<z<b)=Pla<Z Ë <b|=P(as+ p< X <bo+ p). 
A o / 


Segue que 


| botu eug 
P(a < Z <b)=— Í el1=4)*/120* dy, 
oN 27 “ao+u 


= o 
Fazendo a mudança de variável z = 
o 


, teremos dx = odz, z = a para x = ao + U, Z = 


b para x = bo + u e, portanto, 


Pla<Z<b)= 


b a 
l eU? dz.) E 
a 


| > 


Vari 


Este resultado é tão importante que merece ser destacado em um quadro. 


Se X for uma variável aleatória com distribuição normal, X : N (u, 02), e se Z for dada por 
X — 
E AR a 
o 


então a variável aleatória Z terá distribuição normal padrão Z : N (0, 1). 


EXEMPLO 2. Seja X uma variável aleatória com função densidade de probabilidade / 
definida e contínua em todo x real. Seja Y=c X+ d, onde c e d são constantes, com c > 
0 (c<0). 


a) Qual a função densidade de probabilidade da variável aleatória Y? 
b) Mostre que E (Y) =c E (X) +d. 
c) Mostre que Var (Y) = c” Var (X). 


Solução 


Suporemos c > 0 (você se encarrega de c < 0). 
a) Sendo F a função de distribuição de Y, temos: 


(o y- dA ly — dic 
F(y =P(Y=y=P | X= - | = Í f(x) dx. 
— o 


\ € / 


Como a f é contínua em todo x, F é derivável e 


RR i S m 
rom) - L) 
c c Ed És: 


Segue que existe uma constante k tal que 


O (+ “Jak. 


Como e i m Tg f(x) dx=1 (de acordo?) resulta k = 0. 
(y-d 
E dy + 


) é a função densidade de probabilidade da variável aleatória 


Y. (Sugestão: Sugerimos ao leitor mostrar diretamente que 


P(a < Y<b= jy (a 


Para isto proceda da seguinte forma: 


P(a< Y<b)=Pa<ex+d<b)=p[ SO 


c 


<x <=...) 
E ) 


+o y PERES Ii 
b) Em) = Í 2 p(2 E 
a 


par y—d 
] dy. Fazendo a mudança de variável x = - 
=w E, c 
dx e daí 


+% y y-d Cas , 
E (Y) = Í — f - ) dy = Í (cx + d) f(x) dx = cE (X) + d. 
— oo C C — 00 


, dy =c 


+00 
(Lembre-se de que Í fQ)dx=1) 
sas 


c) Temos 


+0 42 
Var (Y) = Í Pa. (2 a ) dy — [EO 
— DO C C 


Com a mudança de variável acima, 


+% » » 
Var (Y) = Í Ex dy far ET. 
—00 


De E (Y) = cE (X) + d, resulta 


+0 9 
Var (Y) = c? IM x2 FU dx e [eco | — c? Var (X). 


—u 


> oz 7 X ; 
Observe que a função de variável aleatória dada por Z= é um caso 


o 
particular daquela do exemplo anterior: Z = cX + d, onde died =P Assim, 


as T o 
aa. PA. É cVar(Z)= a ae Sendo X : Mu, o), teremos E(Z) = 0 e Var(Z) = 
o o E 


1 que concorda com o Exemplo 1. 
E 


EXEMPLO 3. Seja Y= X, onde X é uma variável aleatória com função densidade de 
probabilidade f, definida e continua em todo x real. Qual a função densidade de 
probabilidade de Y? 


Solução 


Vamos calcular diretamente P(a < Y < b). Como Y > 0, podemos supor O < a < b. 
Temos 


P(a<Y<b)-Pa<X<b). 


De 
a<X?<bso—wWvb<X<-=vYa ou Va <X<vb 
resulta 
Pla<Y<b)=P(-Nb<X<-a)+P(Wa<X<h). 
Segue que 


—Ja vb 
P(a < Y <b)= Í — f(x)dx +] f(x)dx. 
—y D va 
Fazendo na primeira integral, a mudança de variável x = —.'y e na segunda x = „|y 
supondo a > 0, obtemos 


b Fl y y ) 


A ly 
q “> 


a f(— | y 
P(a<Y<b)= >| EAN dy+ Í dy. 
b 2 y é 


Como, para a — 0, o segundo membro desta igualdade converge para P(0 < Y < b), 
onde P(0 < Y< b) é calculado na igualdade anterior, temos 


br yt FAY) 


Pla<Y <b)= Í 


a 


dy 


2.) y 


Y. 


para quaisquer a e b reais, com0 <a < b. Assim, a função densidade de probabilidade 
g da variável aleatória Y é dada por 
O se y=0 
20 = 4 f(y) + AF (Vy) sey >0. Ñ 


24y 


Exercícios 4.5 


1. Seja X uma variável aleatória contínua com função densidade de probabilidade f definida e contínua em todo x 
real. Considere a variável aleatória Y dada por Y = X3. Determine a função densidade de probabilidade g de Y. 

2. Seja X uma variável aleatória com distribuição normal, X : N (u, o2). Dizemos que a variável aleatória Y tem 
distribuição lognormal com parâmetros u e 0? se X = In Y. Determine a função densidade de probabilidade 
de Y. 


4.6. A FUNÇÃO GAMA 


Uma função que desempenha um papel muito importante em estatística é a função 
gama, que é dada por 


T (a) = Í e*x ldxa>o0. 


Observe que a integral acima é imprópria em +œ e, também, em 0 se 0< a< 1. 
Veremos nos próximos exemplos que a integral é convergente para a > 0 e divergente 
para a < 0. Primeiro, analisaremos o caso a > 1; em seguida, o caso 0 <a < 1 e, por 
fim, a < 0. 


+00 
EXEMPLO 1. Mostre que, para o > 1, a integral imprópria | ela é 


Ú 
convergente. 


Solução 


Paraa>1,f(x)=exxa ' é contínua em [0, t], para todo t > 0. Logo, a integral é 
imprópria apenas em +o. Temos: 


€ x Xa l>e qe (e E Xu 5. 
D : —x2 O . xe! i . s0 | 
e lim e X = lim —» =0 (verifique), segue que existe r , ta 
x> + xo+o et!“ 


e -/2 +% ; 
< I para x > r. Daí, e xxa <ex parax >r. De | e dx = 2, segue, 
0 


— 2 =] 
quee x Xa 


+00 


pelo critério de comparação, a convergência da integral imprópria | ex lar 
0 


+% 

EXEMPLO 2. Mostre que, para 0 < a < 1, a integral imprópria | ex lay é 
0 

convergente. 


Solução 


ie = qu] l ea a—1 q esa =o] 
f enay dx = | e *x dx + Í Ea dx. 
( 


+% O O , 
Raciocinando como no exemplo anterior, conclui-se que Í ct dy é 
| 


convergente. Como ex é limitada em [0, 1], para verificar a convergência de 


| a awa : . A ¿ao A a E 
| eT* x= l dx basta verificar que a integral imprópria | xT l dx é convergente. 
0 j 


Lo 
Deixamos a seu cargo verificar que | dy = Logo, a integral 
0 


l 
+o OO a 
| e * 127 l dx é convergente se 0 <a < 1. 

0 


EXEMPLO 3. Mostre que, para a < 0, a integral imprópria Í ¿23 “la é 


divergente. 


Solução 


l 
Para a < 0, | x® T l dy = +00 (verifique). Para 0 <x < 1, 
0 


€ xXa l>e aa l 


+00 E e 
Pelo critério de comparação, | e * 7 ldy=+o. 
Ú 


EXEMPLO 4. 


a) Calcule F (1). 
b) Mostre que T (a+ 1)=aT (a), a >0. 
c) Calcule T (n), com n natural e diferente de zero. 


Solução 


+00 S 
a) T(= f e *dx= lim | E “axe, 
( 0 


S —+0 
+00 
b) T (a+ 1)= ja e “x dy. Como a > 0, tal integral só é imprópria em +o. De 


acordo? Integrando por partes, vem 
S y . S + oia = 
| e “x dx= [e xº] + q | cad 
0 0 0 
De lim e *s*=0, resulta 


s>5> +o 
+00 +00 i 
| e“xXdr=a f BE Su 
0 


e, portanto, T (a+ 1)=aT (a). 


ST(D)=1-T(D=5T(O)=2:T(20)=2-1;T(4)=3-T(3)=3-2-1. De modo 
geral, 


rs m= = a DS a 


A seguir, vamos destacar o resultado do item c do exemplo acima. 


Para todo natural n, tem-se 


n!=T(n+1). 


Assim, a função gama nada mais é do que uma extensão do nosso já conhecido fatorial. 


Definição. Para todo real a > — 1 definimos fatorial de a por 


o!=T (a + 1). 


Observação. A função fatorial da calculadora HP-48G é dada pela definição acima. A 
tabela a seguir foi construída com o auxílio dessa calculadora. Para acessar a função 
fatorial na HP-48G, tecle: MTH NXT (para virar a página do menu do aplicativo 
MTH), em seguida pressione a tecla branca da letra A para ativar PROB no menu do 
aplicativo. Achou o fatorial? 


a! 99,43 0,887 0,8856 | 0,886 0,893 3323 | 6 


Sugerimos ao leitor que, olhando a tabela acima, faça um esboço dos gráficos das 
funções gama e fatorial. 


Exercícios 4.6 


O 


A») 


o +00 » 
= «iq. (Sugestão: Lembre-se de que | e dx= 7) 


— 0 


1. Mostre que T | 
2. Calcule (0,5)! 
3: ESA (5) 
Calcule T | — |, T | — | etc. 
(2) (9) 
4. f 2n 
Estabeleça uma fórmula para o cálculo de I | 


, com n natural. 
a 


4.7. ALGUMAS DISTRIBUIÇÕES IMPORTANTES 


Dizemos que a variável aleatória contínua X tem distribuição uniforme se sua 


função densidade de probabilidade for dada por 


se a<x<b 


a) = 1D >a 
lo se x<ao x>b. 


A variável aleatória contínua X tem distribuição exponencial se a sua função 
densidade de probabilidade for 5 > 0, 
ema! 
fa) = | B 
10 


se x=0 


se x<0. 


Já vimos que nesse caso E (X) = B e Var (X) = f? (veja exemplo da Seção 4.3). 
A variável aleatória contínua X tem distribuição gama, com parâmetros a > 0 e p > 
0, se a sua função densidade de probabilidade for 


PEA xº-le-x!B se x>0 
Jx) = +T(a)pº 
lo se x<0, 


Observe que a distribuição exponencial é uma distribuição gama coma = 1. 
EXEMPLO 1. Seja fa função densidade de probabilidade da distribuição gama. 


a) Verifique que tal fé realmente uma função densidade de probabilidade. 
b) Calcule E (X). 
c) Calcule Var (X). 


Solução 


a) É claro que vamos ter que fazer uma mudança de variável de modo que apareça a 
função gama (você concorda?). Eu acho até que você já sabe qual é a mudança! 


Xx . 
Então, vamos lá. Fazendo u = —, teremos dx = pdu. Assim, 


B 


+00 | +00 
| xa l NB dx = B f uB l ¿TU du = BºT (a). 
( 0 


0 


Pronto. É realmente uma fungáo densidade de probabilidade. 
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S = E: S MM Ss s o E: 
b) | xat te mp ) dx = | xe "P dx = —B E ex! Bl + afB | a ad o 
0 0 


Para s tendendo a infinito, a primeira parcela do último membro tende a zero e, daí, 


| “a a—1 —xB 
E(X) = —=— | Fiz e “dx = af. 
BºT(a) 20 


Conclusão: E (X) = ap. 


+% , 
c) Lembrando que Var co = | X f(x) dx — [E (X)]f segue que precisamos 


calcular apenas o valor da integral do 2.º membro. Temos 
+00 +00 E 
|, É (7 e By dx = Í e a 
0 0 
Integrando por partes, resulta: 


+00 o +00 de —x 
j Kt leB dy = —p [xa + leB] + (a+ 1) 4 | Xe “B dy. 
: | 


Sendo o valor da primeira parcela do segundo membro igual a O e tendo em vista o 
item anterior, tem-se 


Var (X) = (ab)? + ap” — (apy = ap’. 


Conclusão: Var (X) = op. 
= 


As três distribuições que destacaremos a seguir desempenham papéis fundamentais 
na inferência estatística. São elas: distribuição qui-quadrado (x?), distribuição t de 
Student e distribuição F de Snedecor. 

A variável aleatória contínua X tem distribuição qui-quadrado (x), com graus de 
liberdade, se a sua função densidade de probabilidade é dada por 


l 1419 19 
fæ = 2" roD 
l 0 se x< 0. 


Uma distribuição qui-quadrado, com graus de liberdade, é usualmente representada por 


Y (v). Observe que a distribuição qui-quadrado é uma distribuição gama com a = v/2 e 
p =2; assim, E (X) = v e Var (X) = 2v. De onde surge essa distribuição? Consideremos 
uma população com distribuição normal padrão, ou seja, com distribuição N (0, 1). 
Retire, aleatoriamente, dessa população uma amostra xı, x2, ..., Xv com v elementos e 
some os quadrados desses números 


=x +27 +. +. 


Retire outra amostra e calcule x°, e assim por diante. Este y” é uma variável aleatória, 
e, teoricamente, poderá assumir qualquer valor positivo. Pois bem, prova-se que, sob 
determinadas condições, a função densidade de probabilidade dessa variável aleatória 
é a função f dada acima. Com essa função densidade de probabilidade, P (a < X< b) é 
a probabilidade de o valor y? pertencer ao intervalo de extremos a e b. 

Prova-se que, se Ze Y forem variáveis aleatórias independentes Z com distribuição 
normal N (0, 1) e Y com distribuição x/(v), então, a variável aleatória t dada por 


A 
JY lv 


t = 


tem a seguinte função densidade de probabilidade 


pe 


~ A 2 j ( 
D= E [1+ 


f v 
T|— 
(2) 


» yv +1)/2 


— , com f real qualquer. 
ye] 


y TV 


Dizemos que uma variável aleatória tem distribuição t de Student, com v graus de 
liberdade, se a sua função densidade de probabilidade é dada pela função acima. 
Observe que tal f é uma função par. Faça você mesmo um esboço do gráfico dessa 
função. 

Sejam U e V variáveis aleatórias independentes com distribuições y? (vı) e x? (va), 


respectivamente. Prova-se que a variável aleatória W = tem a seguinte função 


v¡V 
densidade de probabilidade: 
ln t \ 
T| . = | / y», /2 (v, —2)/2 
9 fi 1 E l 
\, f j | r| A casi 0 
F r( vi \ rí v2 \ Ln ) f T ya + Vy EZ? E ri 
fæw= MAJA) [1+ LL x| 
Ey 2 j v 
O se x=0 


Uma variável aleatória tem distribuição F de Snedecor, com graus de liberdade v; 
e v, se a sua função densidade de probabilidade é dada pela f acima. 

Para encerrar a seção, observamos que existem tabelas para calcular 
probabilidades que envolvem as distribuições normal, qui-quadrado, t de Student e F 
de Snedecor. Entretanto, como no meio estudantil o uso da calculadora HP-48G é 
muito comum, mostraremos no Apêndice 2 como utilizá-la em problemas que envolvem 
tais distribuições, bem como para outros cálculos comuns em estatística. 


Exercícios 4.7 


1. a) Verifique que a função densidade de probabilidade da distribuição t de Student é realmente uma função 
densidade de probabilidade no caso v = 3. 


b) Mostre que E (1) = 0 e, para v > 3, Var (t) = . O que acontece com Var (À para v < 2? 


P—2 


2. Mesmo exercício para a distribuição F de Snedecor no caso v1 = v2 =2. 
3. Uma variável aleatória X tem distribuição de Weibull se sua função densidade de probabilidade é dada por 


0 se x «0. 
a) Verifique que tal f é realmente uma função densidade de probabilidade. 
b) Determine E (X) e Var (X). 
4. Uma variável aleatória X tem distribuição de Rayleigh se sua função densidade de probabilidade é dada por 


f ” 
ya 1) 
E Fo se O 


J% = lo se x ED 


a) Verifique que tal f é realmente uma função densidade de probabilidade. 
b) Determine E (X) e Var (X). 


5 


EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.º E 2.º 
ORDENS, COM COEFICIENTES CONSTANTES 


5.1. EQUAÇÃO DIFERENCIAL LINEAR, DE 1.º ORDEM, COM 
COEFICIENTE CONSTANTE 


Sejam dados um número a e uma função f definida e contínua num intervalo 7. Uma 
equação diferencial linear, de 1.º ordem, com coeficiente constante, é uma equação da 
forma 


O ua +ax = f(t). 
dt 


Multiplicando ambos os membros de (1) pelo fator integrante e” (veja Cap. 14, 
Seção 14.6, do Vol. 1) obtemos 


dx ; 
et F + axe” = e” f (t) 
dt 


ou 
d pat 1t f 
D — [xe] = e f(t) 
dt 
„a {x 
pois, Es [xe**] = =: ell + axe“. 
dt dt 
Como f é contínua em /, e” f (t) admite primitiva em 7. De (2) segue que xe” é da forma 
xe” = k+ [i e” f(t) dt 
ou 


3) x= ke” + ga ferro dt 


com k constante. Por outro lado, é fácil verificar que as funções da forma (3) são 
soluções de (1). Chegamos, assim, ao importante resultado: 


As soluções de 
dx 4 
— +tax= f(t) 
dt 

são as funções da forma 


x= ke au + e al | eat f(t) dt 


com k constante. 


Este resultado é um caso particular daquele que obtivemos na Seção 14.6 do Vol. 1. 
Observamos que no cálculo de | e™ f(t) dt a constante de integração pode ser omitida 


(por qué?). 


EXEMPLO. Considere a equação 


a) Ache a solução geral. 
b) Ache a solução x =x (t) que satisfaz a condição inicial x (0) = 1. Esboce o gráfico. 


Solução 
a) A solução geral é (a= l1 ef()=t+1) 
x=ke'+e" Í e (t+ 1) dt. 


Como | e (t + 1) dt = te' (verifique) resulta 
q 


b) Precisamos determinar k para se ter x = 1 para t = 0. 


l=ke*+0=k=1. 


A solução que satisfaz a condição inicial dada é 


Gráficos das soluções da equação 


Exercícios 5.1 


1. Ache a solução geral. 


dx 
a) — -3x = é b) — —-x=2t+1 
dt dt 
dx dx 
Cc) — — x= cost d) — + 2x = sent 
dt dt 
dx > dx B 
e) -x= e f—-x=5 
dt dt 
dx d. l 
2) — +x = cos 2t h) — +2x= — 
dt dt 2 
y dy . ds 21 
y — + 3y =x IZ 2 E 
dx dt 
ta dy 
np 4 q =cos 31 mn) —— y = SEN X 
dt dx - 
ody dx 
n)3 — + 2y= |1 0)2— +x=t 
dx dt 
e dy 3x 
p)5 — — 10y = e” q) — =3T+ 2 
dx dt 
dy + ya e 
r) =— = y + cos 3x 8 
dx dt 


Numa certa cultura de bactérias, a taxa de aumento é proporcional ao número 
presente. Verificando-se que o número dobra em 2 horas, quantas pode-se 
esperar ao final de 6 horas? 


De acordo com a lei de resfriamento de Newton, a taxa de resfriamento de uma 
substância, numa corrente de ar, é proporcional à diferença entre a temperatura 
T da substância e a do ar. Sendo a temperatura do ar 20º e resfriando a 
substância de 110º para 80º em 20 minutos, determine a temperatura T= T (t) no 
instante £, (suponha £ dado em minutos). 


Uma das equações básicas dos circuitos elétricos é 


m 
D LČ +RI=E() 
dt 
onde L (henry) é a indutáncia, R (ohms) é a resistência, i (ampère) é a corrente e 
E (volt) a força eletromotriz. 
a) Resolva (1) supondo L e R constantes não-nulas, E (t) = Eo para todo te i = 0 
para t = 0. 


b) Resolva (1) supondo L = 2, R = 10, E (t) = 110 sen 120mte i = 0 para t =Q. 


5.2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, HOMOGÉNEAS, 
DE 2.º ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Uma equação diferencial linear de 2.º ordem, com coeficientes constantes, é uma 
equação da forma 


ne 
dt dt 


O 


onde b e c são números reais dados e f : I — R, Z intervalo, é uma função contínua 
dada. 
Se f (t) = O em 7, a equação acima se diz homogénea. 
Nosso objetivo a seguir é determinar a solução geral da equação homogênea 
d2x dx 


— +b — +cx=0. 
dt4 dt 


O 


Para isto, vamos precisar da equação algébrica 
© M+DbA+C=0 


denominada equacáo característica de (2). 
Observamos que se A, for raiz real de (2), então x = e*, será solução de (2). De fato, 
para todo t. 


(emy +b (e^ y + cel! =22e%W + bae + ce! =e (2? + bay +0) =0. 


O teorema que demonstraremos a seguir mostra-nos que, conhecendo as raízes da 
equação característica, conhecemos, também, a solução geral da equação homogénea 


Teorema. Suponhamos que as raízes À, e À» da equação característica (3) sejam reais. Então 
(1) se Ay £ À», a solução geral da equação homogénea D será 
Àf At | 
x= Ae 1 + Be”? (A, BER). 


(ii) se 11 = %2, a solução geral será 


x = Ae + BieW' (A, BER). 


Demonstração 


Como 4, e À, são raízes de 1? + bA + c = 0, temos 


JA + A> = —b 
14 A> =C 
Assim, 
ax PE e SE con o O 
dt dt dt- dt ie 


d E — M J — À» A Ni x = (). (Verifique.) 
í 


u H 


Segue que x = x (t) será solução de (2) se e somente se a — Àx for solução da 


equação linear de 1. ordem 


Como u = koer, segue que x = x (t) será solução de (2) se e somente se 


dx 
— — À] X = ket, 
dt 


Deste modo, x = x (t) será solução de (2) se e somente se for da forma 
x= kt! + et! fieh TA dg 


com k; e k constantes. 
Se Ài É da, 


k e) l 
9 2 
x= keel + eli! 2 
AA 
ou 
x = Aert + Bert 
kə 
onde 4A=K eB = ———. 
1 Ak — À] 

Se di = 12, 

x =k edi! + em fk dt 
ou seja, 


x = Aert + Btert 


onde A = kı e B= ko. 


EXEMPLO 1. Resolva a equação 


ad e pan 
dt” dt 


Solução 


A equação característica é 2? + 3) + 2 = 0, cujas raízes são — 1 e — 2. A solução 
geral da equação é 


x= Ae! + Be”. E 


EXEMPLO 2. Ache a solução do problema 


y dt? dt 
|x(0)=0e x (0)=1. 


Solução 
O que queremos aqui é a solução da equação 


12x Tx 
+35 42x=0 
dt“ dt 


que satisfaz as condições iniciais x (0) = 0 e x' (0) = 1. Pelo exemplo anterior, a 
solução geral é 


x= Ae + Be. 


Devemos, agora, determinar 4 e B para que as condições iniciais sejam satisfeitas. 
Temos 


x'=— Áe- 2Be 2. 


Então 
J4e + Be-20 =0 
[-Ae7% —-2Be 29 =| 
ou 
[ A+B=0 
|-4-2B=1 


e, portanto, A = 1 e B=-— 1. A solução do problema é 
x=e,m e”, 


cujo gráfico é 


In2 lIn4 


E 
EXEMPLO 3. Resolva a equação 
A siga 
dt dt 
Solução 
12 -8A+16-09)=4, 
Como 4 = 4 é a única raiz da equação característica, a solução geral será 
x = Ae” + Bte”. E 
EXEMPLO 4. Resolva a equação 
DE pa) 
dt 
Solução 
2 -9=06)=+3. 
A solução geral da equação é 
x = Ae” + Be? E 


Na Seção 5.4, veremos como fica a solução geral da equação homogênea (2), no 


caso em que as raizes da equação característica forem complexas. Antes, porém, 
precisamos construir o corpo dos números complexos; é o que faremos na próxima 
seção. 


Exercícios 5.2 


1. Resolva as equações. 


72x Tx 12 x Tx 
a -2%-3r=0 A A p= 
dt“ dt dt” dt 
Px Px lx 
o) LE -4x= da -4L£=0 
dt” dt” dt 
dx . dx dx 
e) — —3x=0 É À ie ri q 
dt” dt” dt 
Py dy Py o dy 
ad ==) mA +6% +9y=0 
dx* dx dx? dx 
dy dy se E 
ER É J) = 
dx“ dx 
ex lx e: 
HE RES m) < *=0 
dt” dt dt“ 
dx dx d?x dx 
n) 2— Ts 0) 3 —= = 0) 
dt* dt dis dt 


2. Determine a solução do problema. 


— 9x = 0, x(0) = 1 e x' (0) =-1 


a) A 


dt” 
e: lx 
b 2-2 =0, x(0)= 0 e x'(0)=1 
dt dt 
dy ~ dy y 
cd) —=— — 2 — + y=0, y(0)=1e y (0)=0 
di” dt 
J; x O e 
Resolva a equação. | x = — e ¥ = — 
dt dt“ 
a) x —2x=0 b) x+ 5x +6x=0 
c) y— Ty =0 d) y— 10y + 25y=0 


4. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação da força 
elástica =x 7 e de uma força de amortecimento proporcional à velocidade e 
dada por —2i 7 Determine a posição x =x (t), t > 0, da partícula no instante 1 e 


discuta o movimento, supondo 


a) x(0)=1e:i(0)=0 
b) x(0)=1ex(0)=-—2 


5. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação da força 


elástica —2x 7 e de uma força de amortecimento proporcional à velocidade e 


dada por — 3; ;. Determine a posição x =x (t), t > 0, da partícula no instante £ e 
discuta o movimento, supondo x (0) =e— 1 e  (0)=- 1. 


5.3. NÚMEROS COMPLEXOS 
Por um número complexo entendemos uma expressão do tipo 
z=a+bi 
onde a e b são números reais e i um símbolo cujo significado aparecerá logo a seguir. 
O conjunto dos números complexos é indicado por C : C = {a + bila, b E R}. 
Sejam os números complexos z = a + bi e zı = a; + bii. Dizemos que z é igual a zı 
se e somente se a = a e b = b, isto é, 
a+bi=a+bisa=aeb=hb. 
Definimos a soma de z e zı por 
(a+b)+(a+bi)=(a+a)+(b+ bi. 
Definimos o produto de z por z, por 
(a + bi) (a; + bii) = (aa, — bb) + (ab; + ab) i. 
Segue da definigáo de produto de números complexos que 


P=ii=(0+1)(0+1)=-1. 


Deste modo, i é um número complexo cujo quadrado é — 1. Veja, agora, como você 
pode obter o produto de a + bi por a; + bii: 


(a + bi) (a; + bii) = aa, + abii + baii + bbi}? = aa, + abii + baii — bb; 
= (aa; — bb) + (abı + aıb) i. 


Dizemos que z = a + bi é um número complexo real se b = 0; se a = 0 e b £0, 
diremos que z é um número complexo puro. Por motivos óbvios identificaremos o 
complexo real a + Oi com o número real a : a + Oi = a. Deste modo, podemos olhar R 
como subconjunto de C. 

Deixamos como exercício verificar que a terna (C, +, -) é um corpo, isto é, 
qualquer que sejam os complexos z;, Z2, Z3 tem-se: 


ADIÇÃO MULTIPLICAÇÃO 
M) (2,+2)+2=2,+(2, +2) M1) (2,2) 2, =2, (22) 
A2) Z+5=5+2 M2) 22 =22 
A3) VzEÇC,z+0=z M3) VZEC,1:2=2 


M4) Para todo z=0,z € Ç, existe um único w em Ç 
A4) Para todo zem Ç, existe um único w em Ç talz tal que z- w = 1. Tal w é o inverso de ze indica-se 


+ w= Q. Tal w é o oposto de ze indica-se por —z. | 
porz ou—. 


ds 


D) z (2+2)=20+ 22 


Os números complexos são representados geometricamente pelos pontos de um 
plano: o número complexo z = a + ib é representado pelo ponto (a, b). 


eixo dos complexos puros 


0 a eixo dos reais 


É comum referir-se ao ponto (a, b) como o afixo do complexo z = a + ib. 
Seja z = a + ib. O número complexo 7 = a — ib denomina-se conjugado de z. O 
módulo de z é definido por 


Seja o número complexo z = a + ib e tomemos 0 de modo que a = |z| cos O e b = 
sen 0. Assim z = | (cos 0 + i sen 0), que é a expressão de z na forma polar. 


O número 0 denomina-se um argumento de z. Observe que sendo 0 um argumento de z, 
qualquer outro será da forma 0 + 2kxr, k € Z. 


EXEMPLO 1. Determine o inverso, o conjugado e o módulo do complexo z = 5 + 3i. 


Solução 


Assim, 


O conjugado de z é: 


O módulo de z é: 


ou seja, 


EXEMPLO 2. Seja z um complexo qualquer. Prove 

7=21 3 1éreal. 
Solucáo 

Seja z =a + ib. Temos 
z=2=340-ib=a+ ib=>2bi=0b=0. 
Assim, se Z =z, então z = a que é real. Reciprocamente, 
¿reloSz=a+0:¡Se7=2. 
EXEMPLO 3. Suponha a > 0, a real. Prove 
zZ +a=0652z7=ivaouz=-iva. 


Solução 


z? +a=(z+ina)(z— iva). 


Assim, 
2+a=0=3z+ iva =00u 2 iva =0. 
ou seja, 
z +a=0672=-ivaouz=iva. 
Ou ainda 
z +a=0 6 z? =-a z =a? oz=tiva. Eu 


EXEMPLO 4. Considere a equação az” + bz + c = 0, onde a £0, b e c são reais dados. 
Suponha A = b?— 4ac < 0. Prove 


—b+inlA! 
az? +h+c=0s72= —— 
2a 
Solução 
>) 3 b C 
az“ +bz+c=06&z4+—z+—=0. 
a a 


> 


pa 


b . El x 
Somando — aos dois membros da última equação vem 


dar 
b b? b? > 
a da” daí a 
ou 
b j b2? — 4ac 
Z + e = su 9 
2a da“ 
ou 


daí 


ou seja, 


— b+HivlAl 


2a 


” 
es 


EXEMPLO 5. Resolva x? + 2x +2 = 0. 


Solução 
¿12 E 474 _ c2tiva —2t2i 
l 2 2 2 
ou seja, 
x=-—l+Xi 
Exercícios 5.3 
1. Calcule a e b. 
a(1+0=a+bi b)(2+ 31? =a + bi 
2 i 
c) = a+ bi d) -=a+ bi 
3+i 2-1 
| +i)? 
e (i— 1) =a + bi $ —— =a + bi 
(1 — i)“ 
5 y 2 +i 
2) - =4 + bi h) — = a + bi 
2 — 31 FSi 


2. Resolva as equações. 
a) 2 +1=0 
b) 42 +1+1=0 
c) 2 +24+2=0 
d) 22 +22+3=0 
e) 12+w?=0, onde w £ O é umreal dado 


A 2+4=0 


g) 2+1+2=0 
h) 2+5=0 
i) 2+2=0 
j) 14-4=0 


D 2-44+5=0 


3. Sejamz e w dois complexos quaisquer. Verifique que 


a) TE 

b) Zzw= zw (o conjugado de um produto é igual ao produto dos 
conjugados) 

c) z+w= 7+w (o conjugado de uma soma é igual à soma dos conjugados) 


5.4. SOLUÇÃO GERAL DA EQUAÇÃO HOMOGÊNEA NO 
CASO EM QUE AS RAÍZES DA EQUAÇÃO 
CARACTERÍSTICA SÃO NÚMEROS COMPLEXOS 


Vamos estudar inicialmente a equação 


y 
dex 
” 


dt- 


+wlx=0 


O 


onde œ + 0 é um real dado. A equação característica de 1) é y” + w* = 0, cujas raízes 
são os números complexos wi e — wi; deste modo, o que aprendemos na Seção 4.2 não 
se aplica (no Apêndice 1 veremos como dar um tratamento único à equação homogênea 
e 

d ES nn > dx +cx=0, quer as raízes da equação característica sejam reais ou 
dt dt 
complexas). 

Observamos que uma função x = x(t), t E R, será solução de (1) se e somente se, 
para todo t, 


D XÀ = —w? x(t). 


Como as funções sen wt e cos wt satisfazem (2), segue que x = sen wí e x = cos wt são 


soluções de (1). Deixamos a cargo do leitor verificar que, quaisquer que sejam os reais 
AeB, 


©) x = Á cos wí + B sen wi 


será, também, solução de (1). Nosso objetivo a seguir é provar que x = x(t), t E R, será 
solução de (1) se e somente se for da forma (3). 

Para atingir nosso objetivo, vamos provar primeiro que sex =x (1), t E R, for 
solução de (1) então existirá uma constante k tal que, para todo t, 


KOP + o? [x OP = 


(Esta relação nos diz que, se o movimento de uma partícula na reta for regido pela 


A 
equação (1), então a soma da energia cinética bo com a energia potencial 
J 


[oxe]? j 
2 


mantémse constante durante o movimento.) 


De fato, sendo x = x (t) solução de (1), para todo f, tem-se 
x"(£) +a x (4) =0. 
Daí, para todo t, 


1 > p e l 
z rop + wo Exp] = 2x (Dx" (t) + 202 x(O x(t) 
( 


2x1(1)[x"(1) + ?x(0)] 
0. 


Logo, [x'(1)]? + o? [x (HF é constante. 
Suponhamos, agora, que x =x (t), t € R, seja uma solução qualquer de (1). Façamos 
a =x (0) e b = x' (0). A função f dada por f(t) = ag cos wt + + sen wt é solução de 


D e, além disso , f (0) = ao ef (0) = bo. Sendo f (t) e x (1) soluzoss de (1), f ( — x (t) 
também será. Pelo que vimos acima, existirá uma constante k tal que, para todo t, 


FO-=x0P+o rO- (DF = 


De f (0) =x (0) ef (0) =x'(0) resulta k = 0. Assim, para todo t, 


CO) x OP+o! ORELO) EN 
e, portanto, x (t) =f (t), ou seja, 


x (t) = A cos œt + B sen œt 


onde A = age B = do, Fica provado assim que x =x (t), t € IR, será solução de (1) se 
w 


e somente se for da forma (3). 


A solução geral de 


onde œw + 0 é um real dado, é 


x=Acoswt+Bsenwt (4, BERW 


EXEMPLO 1. Resolva a equação 


Solução 
As raizes da equação característica 
22 +4=0 
são 2i e — 2i. A solução geral é 
x=Acos 2t+ B sen 2£. 


As notações x e x (devidas a Newton) são frequentemente usadas, em física, para 


indicar, respectivamente, as derivadas de 1.º e 2.º ordens de x em relação ao tempo t: 


de a d2x 


ý = e x = ——. Nos próximos exemplos utilizaremos tais notações. 


dt l dt4 


EXEMPLO 2. O movimento de uma partícula sobre o eixo x é regido pela equação 
my+ kx=0 
onde m > 0 e k > 0 são constantes reais dadas. Descreva o movimento. 
Solução 
A equação é equivalente a 
i+ox=0 


onde w? = E A solução geral é 
m 


x =Á cos wt + B sen æt. 
Tomando-se y tal que 


A= VA? + B? cospe B= JA + B? senq 


resulta 
= VA? + B? [cos p cos wt + sen q sen wt] 


ou seja, 


x= VA? + B? cos (wt — p). 


Trata-se, então, de um movimento harmônico simples de amplitude (A? + B2. 


Observação: Dizemos que uma partícula que se desloca sobre o eixo x descreve um 
movimento harmônico simples (MHS) se a equação horária for do tipo x = a cos (wt + 
Po). Os números a, œ e py denominam-se, respectivxmente, amplitude, pulsação e fase 
inicial do movimento. 

Vejamos, agora, qual é a solução geral de 


x+ bx +cx=0 


no caso em que as raízes da equação característica são números complexos. Se as 
== 


> 


raízes da equação característica fossem reais e distintas, À = , a solução 


geral seria, como já vimos, 


(í—b+ WA) i (—b—v4A) i 
x = Ae 2 + Be 2 


ou 


VA — VÁ 


Observe que 4e 2 +Be 2 (A>0)éasolução geral de 


x- 4 x = 0. (Verifique.) 


Provaremos a seguir que se as raizes da equação característica forem números 
complexos (A < 0) a solução geral será 


VI AI VIA 


t+ Bsen 


- - 


| 
x=e 2 A cos fl 


Teorema. Seja a equação (b e c reais dados) 


(6) x+bx+cx=0 


PA 


pe 


h=a + Biondea==Ze B= 


Demonstracdo 
Sejamfe g definidas em R e tais que, para todo t, 


——t 
fin=e 2 g(t). 


e suponha que as raízes da equação característica )2 + bh + c 


x=e“[AcosBt + B sen Bf] (A, BE R). 


= 0 


. Então a solução geral de (6) será 


sejam complexas 


Vamos mostrar que f será solução de (6) se, e somente se, g for solução de 


Y 


Z5 ]x=0. 


© ï+| 


De fato, se f for solução de (6) teremos, para todo t, 


fD+biD+cf(1)=0 


ou 
b n b , 
——t ——t ——t 
E 2 ol +0 2 otee 4 
Como 
b , b 
Al Al 
e 2 g(t) a e 2 g(t)+re 
e 


f , 
g(t) 


b 


b n ” b b 
-i b< e É al o a! y 
E 2 so) va É 2 g(t)—-be 2 g'(t)+e 2 g'(1), 


substituindo em (8) e simplificando resulta 


Como A = b? — 4ac, segue que 


-A` 
got) r=0 
4): 


e, portanto, g é solução de (7). Deixamos a seu cargo verificar se g for solução de (7) 
então f será solução de (6). Sendo g solução de (7) 


g (t) =A cos ft + B sen ft 


onde 8 = >. Segue, então, que 


Y 


b 
=f 
f()=e 2 [A cos Bt + B sen Bt] 


b 
e fazendo q =— > resulta 


- 


f(t) = e [A cos Bt + B sen Bt]. al 
EXEMPLO 3. Considere a equação 
X+ 2x +2: =0. 


a) Ache a solução geral. 
b) Esboce o gráfico da solução que satisfaz as condições iniciais x (0) = 0 e x (0) = 1. 


Solução 


JN +HIMA+2=0SA= a = Assim, 
A=-1:ti(a=-1,B=1) 
A solução geral é 


x=e: [4cos t + B sent]. 


b) x(0)=0ex=e:(Acos t+ B sent) e 4=0. 
Assim, x = Be ¿sen t. Segue 


x = — Be sen t + Be™ cost. 


Daí + (0) = B, logo, B = 1. A solução que satisfaz as condições iniciais dadas é 


x=e sent. 


A seguir, vamos destacar, num quadro, os resultados obtidos nesta seção e na 5.2. 


Seja a equação 
xX + bx +cx=0 (b e c reais dados) 
e sejam 41, 42 as raízes da equação característica. 
(TI) Se211%422,11 e 22 reais, a solução geral será 
x = Ae! + Bed". 
(IN) Se 21 =22, a solução geral será 


x = e^" [A + Bi]. 


(IIT) Se as raizes da equação característica forem complexas, À = a + fi, a solução geral será 


x = e% A cos Bt + B sen ft]. 


EXEMPLO 4. Uma partícula de massa m desloca-se sobre o eixo x sob a ação de uma 
força elástica =kx¡(k > 0) e de uma força de amortecimento proporcional à 
velocidade e dada por —cxi (c > (y Determine a equação que rege o movimento e 
discuta as soluções. 


Solução 


Pela lei de Newton 
mx =-— kx — cx 
ou seja, 
mx+cx+kx=0 
que é a equação que rege o movimento. Esta equação é equivalente a 
(0) +2 +0x=0 


C ! k E N E a 
onde y=>—e w? =—. As raízes da equação característica são: 
¿mM m 


À=- yt yy? — w. 


1.º caso. Movimento oscilatório amortecido ou subcrítico (y? < w?). 
Sendo y? < w?, as raízes da equação característica serão complexas, À = — y + wi, 
onde y = Jo? — y? . A solução geral de (0) será 


x=e Y [A cos wt + B sen wt] 


e, portanto, 


x= Ke Y cos (wt — q) 


onde Ķ = |A? + B? e ọ étal que A = K cos g e B = K sen ọ. 
2.º caso. Amortecimento crítico (y? = w?) 


Neste caso, a equação característica admitirá uma única raiz real À = — y. A solução 
geral será 


x= Ae y+ Bte y 


ou seja, 
x=e y [4+ Bt]. 
3.º caso. Amortecimento forte ou supercrítico (y? > o”) 


Sendo y? > œ? as raízes da equação característica serão reais e distintas, À = — + Q, 
onde Q = „y? — w? . A solução geral será 


x=e "[4e*,+ Be °]. 


A figura a seguir mostra o gráfico da solução que satisfaz as condições iniciais x (0) = 
Xo (xo > 0) ex (0) = (. 


amortecimento forte 


amortecimento crítico 


oscilatório 
amortecido 


Note que, nos casos 2 e 3, o amortecimento é suficientemente grande de modo a não 
permitir oscilação da partícula em torno da posição de equilíbrio (x = 0). 
E 


Exercícios 5.4 


1. Resolva as equações. 


ix lx ds 
SAL 4 SE=D b) x +5x=0 
dt” dt 
e 12 x 
)x+x+x=0 d) £ o 
.. des . 
e) x+9%=0 fy-2y+2y=0 
s l Py ly 
g) y -4y+4y=0 h) < = 2=0 
dí? dt 
eje 12, ly 
i) Y+6y+10y=0 D+ +9=0 
dt dt 


Dy—-6y+5y=0 
n) Y+4y=0 
p) y + ay = 0, onde a > 0 é uma constante. 


r) $) 2y+6y=0 


m) x—6x+9x=0 

0) y +3y+3y=0 

q) y + ay = 0, onde a < 0 é uma constante. 
s) x+8x+20x=0 


Determine a solugáo do problema. 

a) x+4x=0, x(0)=0e x(0)=1. 

b) x+2x+2x=0,x(0)=—1e x(0)=0. 
c)x+x+2x=0, x(0)=1e x(0)=1 
d)x+x=0,x(0)=-lex(0)=2 


Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação da força elástica —4x T Supondo x (0) = 
le x (0) =- 1, determine a velocidade no instante t. 


Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação de uma força elástica —2x i e de uma 


força de amortecimento proporcional à velocidade dada por —2ġ pa Determine a equagáo horária do 


movimento supondo x (0) =0 e x (0) =1. 


. f é uma função definida em [Ẹ tal que sua derivada segunda é igual à diferença entre sua derivada primeira e 
ela própria. Determine f sabendo, ainda, que f (0) =0e f (0)=1. 


Um móvel desloca-se sobre o eixo x com aceleração proporcional à diferença entre a velocidade e a posição. 
Determine a posição x =x (t) do móvel, supondo (0) = 2, x (0)=1 ex (0) = 0. 


Į e de uma 


7 (c > 0). Determine c para que o 


Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a ação de uma força elástica —x 
força de amortecimento proporcional à velocidade e dada por —cx 
movimento seja 

a) fortemente amortecido. 


b) criticamente amortecido. 
c) oscilatório amortecido. 


5.5. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, NÃO 
HOMOGÊNEAS, DE 2.º ORDEM, COM COEFICIENTES 
CONSTANTES 


Consideremos a equação linear, de 2.º ordem, com coeficientes constantes 


Let 
dt” di 


O 


onde f é suposta definida e contínua num intervalo 7. Se f não for identicamente nula em 
I, diremos que (1) é não homogênea. Diremos, ainda, que 
d?x dx 


—+b— +cx=0 
dt dt 


pe 
(H) 


é a equação homogênea associada a (1). 
Mostraremos, a seguir, que se x, = xp(£), t E I, for uma solução particular de (1), 
então a solução geral de (1) será 


X =X + Xp 
onde xy é a solução geral da homogênea associada a (1). De fato, sendo x, = x, (t), t € 
I, solução de (1), para todo t € Z, 


Xp(t) + bxp (t) + cxp (t) = f(t). 


Supondo que x = x (t), t € I, seja outra solução qualquer de (1), resulta que x (t) — x, (t) 
é solução da homogênea (H), pois, para todo 1 € 1, 


Dn 


dt? 


d 
[x(1) — Xp Cir g AS — Xp ()] + c [x(t) — xp (1)] = 
í 
[X(1) + bx(t) + ex(t)]— [X p(t) + Dx p(t) + cx (= f- ft) =0. 


Por outro lado, se x = x (1), t € I, for tal que x (£) — xp (t) é solução da homogénea, 
então x = x (t) será solução de (1) (verifique). Segue que a solução geral de (1) é 


X =X + Xp 


r ~ A FIN ~ . 
onde x, é a solução geral da homogénea (H) e x, uma solução particular de (1). 


Conclusão 


A solução geral de 


Xx+bx+ex= f(t) 


Xx =Xh + Xp 


onde xp é uma solução particular da equação dada e x a solução geral da homogênea associada. 


Determinar a solução geral da homogênea associada já sabemos. O problema, 
agora, é como determinar uma solução particular. Os exemplos que apresentaremos a 
seguir mostram como determinar, em alguns casos, uma solução particular por meio de 
uma “escolha criteriosa”. No final desta seção você encontrará uma tabela que o 
ajudará nesta “escolha criteriosa”. 


EXEMPLO 1. Determine a solução geral de 


72x {x 
di? 4 43% +2=t 
dt” dt 


Solução 
A homogênea associada é 


12x lx 
: z +3% +2x=0 
dt“ dt 


e a solução geral x, = 4e * + Be (verifique). Vamos, agora, procurar uma solução 
particular da equação dada. Tentaremos uma solução do tipo 


Xp=m+ nt 
onde m e n são coeficientes a determinar. Você acha natural tal escolha? Por quê? O 
que precisamos fazer, agora, é substituir esta função na equação e determinar m e n 


para que se tenha uma identidade. 


(m+nt)" +3 (m+nt +2 (m>+nt) =t 


ou 


3n+2m+2nt=t. 


Devemos ter então 


[3n + 2m =0 
| 2n = 
f l 3 
ou seja, n = an Deste modo, 
- Sl 
al T NET 


é uma solução particular da equação. A solução geral será 


x= Ae” + Be! — É 


| 
y 
EXEMPLO 2. Considere a equação 


Xx+3x+2x=1. 


a) Olhando para a equação, “chute” uma solução particular. 
b) Ache a solução geral. 


Solução 
a) A função constante x (£) = E é uma solução particular (verifique). 
b) A solução geral da homogênea associada é 

Xn= Ae ?.+Be +. 


Segue que a solução geral da equação dada é 


| 


a 


x= Ae 2 + Bert + 


EXEMPLO 3. Considere a equação 


EE pu pags el, 
dt dt 

a) Determine uma solução particular. 

b) Ache a solução geral. 


Solução 


a) Nada mais natural do que tentar uma solução particular do tipo 
Xp = me”: 
onde m é um coeficiente a determinar. Vocé acha que é realmente natural esta escolha? 
Por qué? Devemos determinar m de modo que, para todo t, 


(me?)" +4 (mèy +4 (men) = é: 
ou 
(9m + 12m + 4m) e*= e”, 
ou 


25me*= é: 
Devemos ter, então, 25m = 1 ou m = 


25 
é uma solução particular. 


b) A solução geral da homogênea associada é 


Xn = de, + Bte”. 
Segue que a solução geral da equação dada é 


| 
x =Ae 2 + Bte 2! + e elt, mi 


pa 


EXEMPLO 4. Ache a solução geral de 
x + 4x + 4x = sen 2t. 

Solução 

Vamos tentar uma solução particular do tipo 

Xp = mM cos 2t + n sen 2t. 

Devemos determinar m e n de modo que, para todo t. 

[m cos 2t + n sen 21]” + 4 [m cos 2t + n sen 2t|' + 4 [m cos 2t + n sen 2t] = sen 2t 
ou 

— 8m sen 2t + 8n cos 2t = sen 2t. 


Devemos ter, então, — 8m = 1 e 8n = 0, ou seja, m = ——en=0. 


l 
8 
Xp =— — COS 2f 
j 8 
é uma solução particular. Como 
Xn 7 Ae”: + Bte? 
é a solução geral da homogênea associada, segue que 


l 
x = Ae?! + Bte% — $ cos 2t 


é a solução geral da equação dada. 
E 


O quadro que apresentamos a seguir mostra como escolher a solução particular nos 
casos: f (t) = P (À, P polinômio, f (À = ay e” ouf (t) = ao cos at. 


x+bx+cx= f(t) 
f(t) Solucáo particular 
1. Se a não é raiz da equação característica, x, = me”. 
q, e” 2. Sea é raiz simples, x, = mte". 
3. Sea é raiz dupla, x, = mte". 


1. Sec%0,x,=P, (t) onde P, é um polinômio de mesmo grau que P. 


P (t) 

2. Sec=0eb#0,x,= tP (1). 

1. Seb#0,x, =m cosat+ n senat. 

2. Se b= 0 e se cos at não for solução da homogênea, x, = m cos at. 
a, COS at 


3. Seb=0ese cos at for solução da homogénea, x, = mt cos at + nt sen at. 
(Ressonância) 


Observação: Se f (t) = ay sen at, procede-se como no caso, f (t) = ay cos at. 
EXEMPLO 5. Resolva a equação 
X +3% +2x= e". 
Solução 
A solução geral da homogênea associada é 
Xn = Ae i+ Be’. 


Como e”, é solução da homogénea, a escolha x, = me * não resolve o problema, pois, 
qualquer que seja m, 


(me )" +3 (me) +2 (me ) =0. 


Como — 1 é raiz simples da equação característica da homogênea, a equação admitirá 
uma solução particular do tipo 


Xp = mte : (veja quadro anterior). 
Devemos determinar m de modo que, para todo t, 
(mte )" +3 (mte "Y +2 (mte 9 = e” 
ou (após derivar e simplificar) 
me“ =e: 
logo, m = 1. Segue que 
Xp =le t 
é uma solução particular. A solução geral da equação dada é 
x=Ac + Be? + te. a 
EXEMPLO 6. Determine a solução geral de 
X + 4x = cost. 
Solução 
Vamos tentar uma solução particular do tipo 


Xp =M COS t. 


Esta escolha é motivada pelo fato de que derivando-se duas vezes o cosseno volta-se 
ao cosseno. 


(mcost)"+4mcost=cost 


ou 


3 m cos t = cos t 


l f ; a , a 
logo, m = o Assim, x, = — cost é uma solução particular. A solução geral da 


A 
3 3 
equação dada é 


x = A cos 2t + B sen 2t + 


EXEMPLO 7. Resolva a equação 
Xx + 4x = sen 2t. 
Solução 
A solução geral da homogênea ýy + 4x = 0 é 


Xn = Á cos 2t + B sen 2t. 


Como sen 2t é uma solução da homogênea associada, não adianta tentar solução 
particular do tipo x, = m sen 2t, pois, substituindo tal função na equação dada, o 1.º 
membro se anula e o 2.º não. Tenta-se, então, neste caso, solução particular do tipo 


À) Xp = mt sen 2t + nt cos 2t. 


Temos: 


(mt sen 2t + nt cos 2t)' = m sen 2t + 2mt cos 2t + n cos 2t — 2nt sen 2t 
®© (mtsen2t + nt cos 2t)! = 4m cos 2t — 4n sen 2t — 4mt sen 2t — Ant cos 2t. 


Substituindo (2) e (3) na equação dada e simplificando, vem: 


4m cos 2t — 4n sen 2t = sen 2t 


e, portanto, m = 0 e n = -2 Assim, Xy = -1 tcos 2t é uma solução particular. A 


a ; a | 
solução geral é, então, x=Acos2t+ B sen 21 — n tcos 2t. (Suponha que o 


movimento de uma particula que se desloca sobre o eixo x é regido pela equação deste 
exemplo; descreva o movimento.) 


Observação: Na determinação de uma solução particular, em geral, estão envolvidos 
muitos cálculos; por este motivo é sempre bom verificar se a solução particular 


; E : | : 
encontrada é realmente solução particular. Por exemplo, Ly == Z tcos 21 é realmente 


uma solução particular de y + 4x = sen 2t, pois, 


Vo f l Y f l l Y 
t cos 21 | +4|-—1cos 2t | = | — — cos 21 + — t sen 2t — f cos 2t = 
/ A 4 / A 4 2 / 


| \ 
sen 2t + > sen 2t + t cos 2t | — t cos 21 = sen 2t. E 


EXEMPLO 8. (Princípio de superposição.) Considere a equação 
a i+bi+ex=f (0+ f(t) 


onde fı (t) e f2 (t) são funções dadas, definidas e continuas num mesmo intervalo /. 
Mostre que se xı = xı (t), t € I, for uma solução particular de 


(5) x+bx+ex= filt) 

e sex, =x (t), t € I, uma solução particular de 

(6) x+bx+ex= fə (t) 
então xp = xı (t) + x» (t) será uma solução particular de (4). 
Solução 


Sendo xı = xı (t) e x2 = x» (t) soluções particulares de (5) e (6), respectivamente, 
teremos, para todo t € 1, 


IO + bä (t) + x (t) = fiH 


xo (t) + bxo (t) + ex2 (t) = fh (t) 


e daí, somando membro a membro, resulta 


[xi (6) +02 (0]" +b pa H +02 OT + c la (0) + (0]=4 (0 +£ (0). 


Logo, xp = xı (£) + x» (t) é uma solução particular da Equação (4). 


EXEMPLO 9. Resolva a equação 


X + 4x = el + sen 21. 


Solução 


l às ai : 
xı = — el é uma solução particular de 
5 


x+4x=e'. (Verifique.) 


Pelo Exemplo 7, x, = — — t cos 21 é uma solução particular de 


1 
4 
x+ 4x = sen 2t. 


Pelo princípio de superposição 


l l 
tp =—€ ——tcos 2 
5 3 


é uma solução particular da equação dada. Então, a solução geral da equação dada é 


l l 
x = A cos 2t + B sen 2t + — e! Tato DE 


Exercícios 5.5 


1. Determine a solução geral. 


a) — — 3x = cos 3t b) x + 4x +4x=2+41 
dt” 
12x dx si É 2 
i ro y m +x = 5e d) x + 4x +Ix= gan 
dt“ dt 
2x dx A . 
o) bi MA Dyt 2y=4 
dt“ dt 
e dy dy > 
g) x +x=2sent + Dr SAA 2 
dt” dt 
dy dy a Ea já 
a aE j) x +9x= sen t+2cost 
dtt dt . 
Dx +2x +x=cos2t m) x + 9x = sen 3t 
o 24 se 
n) x — dx = a o) x — 4x = 8 cost 
p)x — 2x = sen 31 yi-2i=e 
r) i-2i=e* sx —2x=S 


Resolva a equação y + w2x = sen œt, onde œw + 0 é um real dado. (Ressonáncia.) 


Determine a solução do problema 

a) x +4x=cost,x(0)=1e x (0) = -—1. 
b)x+6x+W=ex(0)=0e x (0)=1. 
c) x + 4x = cos 2t, x (0) = Oe x (0)=0. 

d) X + 4x = 5e”, x (0) = 0e í (0) =0. 


Determine uma solução particular de 
ï + 2yi + x= b sen æt 
onde y, wo, b e œ são constantes não nulas dadas. 
Resolva a equação 
X + ¿x= b sen øt 


onde wo, b e œ são constantes não nulas dadas. 


6 
OS ESPAÇOS R” 


6.1. INTRODUÇÃO 


Nosso objetivo, neste capítulo, é introduzir no R? os conceitos de norma e de 
conjunto aberto, que generalizam os conceitos de módulo e de intervalo aberto, e que 
serão fundamentais em tudo o que veremos a seguir. O símbolo R? está sendo usado 
aqui para indicar o conjunto de todos os pares ordenados de números reais: 

R= f(x,y) |x, y reais}. 

Para as interpretações geométricas e físicas será muito útil pensar um par ordenado 
(x, y) como um vetor do plano. Para isto, fixaremos no plano um sistema ortogonal de 
coordenadas cartesianas (o habitual) e identificaremos, então, o par (x, y) com o vetor 
OP, onde O é a origem do sistema e P o ponto de coordenadas (x, y). Esta 
identificação nos sugerirá como somar pares ordenados e como multiplicar um par 
ordenado por um escalar a partir das operações sobre vetores, que suporemos 
conhecidas. 

O leitor não terá dificuldade alguma em generalizar os conceitos deste capítulo 
para o Rn, n > 3, onde Rn indica o conjunto de todas as n-uplas ordenadas (xi, x2, ..., 
Xn) de números reais. 


6.2. O ESPAÇO VETORIAL R 


X — 


Identificando (x, y) com o vetor pp e indicando por ¡e j os vetores associados, 


respectivamente, a (1, 0) e (0, 1) resulta da teoria dos vetores que pp = vi + yj 


E À 


É imediato que se À é um escalar, isto é, um número real, então, ¿OP = OP p onde P, 
é o ponto de coordenadas (Ax, 4y). Por outro lado, se 00 é o vetor associado a (s, t) e 
se OR = OP + OQ; então OR é O vetor associado a (x + s, y + t) (verifique). Tudo 


isto sugere-nos a seguinte definição. 


Definição. Sejam (x, y) e (s, £) dois elementos quaisquer do [92 e À um real qualquer. Definimos: 


a) (x+s,y +1) é a soma de (x, y) com (s, £): (x, y) + (s, 1) = (x +s, y +). 
b) (Ax, Ay) é o produto de (x,y) pelo escalar 1: À (x,y) = (Ax, Ay). 
c) (x,y)+ C 1) (s, ô é a diferença entre (x, y) e (s, £): 
(1,7) — (5,8) = (1,7) +C 1) (5,0). 
d) (x,y) =(,)ox=sey=t. 


As seguintes propriedades são de imediata verificação: quaisquer que sejam (x, y), 
(s, t) e (u, v) em R? e quaisquer que sejam as escalares a e É tem-se: 


Al) [Gx y) + (s, £)] + (u, v) = (x, y) + [(s, £) + (u, v)] 
A2) (x, y) + (s, t) = (s, t) + x, y) 

A3) (x, y) + (0, 0) = (x, y) 

A4) (x, y) + C 1) (1,7) = (0, 0) 

MI) a [$ (x, y)] = ab (x, y) 

M2) a [(x, y) + (s, 1)] =a (x, y) + a (s, t) 

M3) [a + 8] œ, y) = a (x, y) + $ (6,7) 

M4) 1 + (x, y) = x, y). 


Observação. Uma estrutura de espaço vetorial sobre um conjunto não vazio V fica 
determinada quando se definem em V duas operações, uma de adição e outra de 
multiplicação de um elemento de V por um escalar, satisfazendo as oito propriedades 
acima listadas. As operações anteriormente definidas determinam, então, sobre o R? 
uma estrutura de espaço vetorial real; seus elementos podem, então, ser chamados de 
vetores. 


6.3. PRODUTO ESCALAR. PERPENDICULARISMO 


Definição 1. O número 


ala2 + b1b2 


denomina-se produto escalar dos vetores (a1, b1) e (a2, b2) e indica-se por (a1, b1) : (a2, b2). Assim, 


(a1, b1): (a2, b2) =a1a2 + biba. 


EXEMPLO 1. O produto escalar dos vetores (2, 3) e (1, 5) é 


(2,3):(1,5)=2:1+3-5=17. 


Observe que o produto escalar de dois vetores é um número. 
E 


Sejam os vetores y = (ap, by). v =(a,,b,)e w = (a, b3) € seja À um escalar; são 
de verificação imediata as seguintes propriedades do produto escalar: 


G) u + v = v + u (comutativa) 
> > > > > > > 
(11) [u + v]:-w =u- w+ v -w (distributiva) 


a > > > > > — 
(111) (Au)-v=4A4(u -w)= u-(A v). 
. > > > > — 

(iv) u - u Z0; u - u =0 & u = (0,0). 


Estamos interessados, a seguir, em definir perpendicularismo ou ortogonalismo 
entre vetores do R. Consideremos os vetores y = = (a; bye Ja = (a, by): Vamos 


olhar estes dois vetores aplicados no ponto P = (x, y) do plano. 


t 4 
u 
p i —, 
E >>5=————CCCCA 


A e B são extremidades de F e a respectivamente. Temos 


~ 


= 


OA = OP + u = (x,y) + (a, b,) = (x + a,, y + b;) 


— > —» = 
Y 


OB = OP + = (x, y) + (a), b,) = (x + a), y + b3). 


Assim, 
A=(x+a,, y+bij)eB=(x+a», y +b). 


Vamos, agora, aplicar a lei dos cossenos ao triángulo APB para determinar cos 0. 
Temos 


AB? = AP? + PB? — 2 AP U PBcos 6 


onde 4p é a distância de 4a B, sp de A a Pe pp de Pa B. Como 


AB = y (a) ll] Y” + (bə — by 2, 


AP = Ja? + bi 


PB = as + b3 


segue que 


a 2 2 ” 9 2 1 0 A) -9 f 
(a) a + (b2 — bi) = af + bf + az +b5—2 aj +bf az + b3 cosĝe, portanto, 


aı a + b; ba = „la? + b2 la? + b2 cos O 
| Ra vi A Ea 2 


ou seja, 


aja? + bib, 


yaf + b? y as + bz 


cos 6 = 


r — —> End . 
Daí, os vetores y = (a,,b;)e v = (a, b,) serão perpendiculares se e somente se o 


produto escalar de (aj, bi) com (az, b2) for nulo. Nada mais natural, então, do que a 
seguinte definição. 


Definição 2. Dizemos que os vetores (a1, b1) e (a2, b2) são perpendiculares ou ortogonais se 


(a1, b1): (a2, b2) = 0. 


Vejamos como fica, em notação de produto escalar, a equação da reta r que passa pelo 
ponto Po = (xo, Yo) e que é perpendicular à direção do vetor n = (a, b) + (0,0). Vamos 
4 


olhar „; como um vetor aplicado no ponto Py = (xo, Yo). 


O ponto P = (x, y) pertence à reta r se e somente se o vetor P — Po for perpendicular a 
n = (a, b). Assim, a equação da reta que passa pelo ponto P, = (xo, Yo) e é 


perpendicular à direção do vetor | = (a, b) é 
n «(P=Pp)=0 
ou seja, 
(a, b) + [(x, y) = (xo, yo)] = 0. 
De (x, y) — (xo, Yo) = (x — xo, Y — Yo), Segue que a equação acima é equivalente a 
ax+by=c 


comc = ax, + byo. Ep = (a, b) é um vetor perpendicular à tal reta. 


EXEMPLO 2. Determine a equação da reta que passa pelo ponto (1, 2) e que é 
perpendicular à direção do vetor | = (~ 1, 3). 


Solução 
A equação da reta é 


n-[P-PJ=0 


onde yy = (~ 1,3), P = (x, y) e P, = (1, 2). Assim, a equação da reta é 


(+ 1,3): [œ y) - (1,2)]=0 
ou 
Á(x-1)+3(p-2)=0 
ou ainda 
-x +3y-5=0. E 
Consideremos, agora, o vetor E = (m, n), com (m, n) £ (0, 0), aplicado no ponto P, 


= (xo, Yo). Na figura seguinte, representamos a reta r que passa pelo ponto Po = (xo, Yo) e 
que tem a direção do vetor 4 = (m, n). 


Por semelhança de triángulos, para todo P = (x, y) na reta r, existe t tal que 
| x—x = tm 


| Y-W=in. 


Pois bem, 
| x= Xq + tm 
tER 
ly = yo + tn 


são as equações paramétricas da reta que passa pelo ponto Po = (xo, yo) e é paralela à 


direção do vetor ; = (m, n). Em notação vetorial, esta reta pode ser expressa na forma 


ED =G Ft- ER. E 


EXEMPLO 3. Determine a equação, na forma vetorial, da reta que passa pelo ponto 
(3, — 1) e que é perpendicular à reta 2x — 3y = 7. 


Solução 
E = (2, — 3) é perpendicular à reta 2x — 3y = 7. 


O que queremos, então, é a reta que passa pelo ponto (3, — 1) e que seja paralela ao 
vetor (2, —3). Assim, a equação da reta pedida é 


(,)=(3,—-D+t(2,-3), tER. 
No E”, os conceitos de produto escalar e de ortogonalismo são análogos aos do R°: 
(ai, bi, c1) * (a2, b2, C2) = aia + bib) + circo. 
(a1, bi, ci) L (as, b2, c2) © (ai, bi, c1) * (a2, b2, C2) = 0. 


No espaço, a equação vetorial da reta que passa pelo ponto (xo, Yo, Zo) e que é 
paralela à direção do vetor H =(a, b,c) £(0,0,0) é 


(x, y, z) = (Xo, Yo, Zo) +t (a, b, c), t € R. 


A equação do plano que passa pelo ponto Po = (xo, Yo, Zo) e que é perpendicular à 
direção do vetor ; = (a, b, c) 4 (0, 0, 0) é 


(a, b, c) * [(x, y, Z) — (xo, Yo, Z0)] = 0 
ou 
a (P=E)-0. 
Observe que o plano de equação 
ax+by+ez=d 


é perpendicular à direção do vetor '; = (a, b, c). 


Exercícios 6.3 


10. 


11. 


Determine a equagáo da reta que passa pelo ponto (1, 2) e que seja paralela á diregáo do vetor y vo =(—1, 1). 


Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto (1, —1) e que é perpendicular à reta 2x + y = 1. 


Determine um vetor cuja direção seja paralela à reta 3x + 2y =2. 


f 


Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto | 


1) e que seja paralela á reta 3x + 2y =2, 
\ 


im 


Determine um vetor cuja direção seja paralela à reta dada. 


a)x-2y=3 
b)x+ty=1 

c) 2x — 5y =4 
d) x+2y=3 


Determine um vetor cuja direção seja perpendicular à reta dada. 


a) 2x +y=1 
b) 3x—y=3 
co) x+3y=2 
d) 2x —3y=1. 


Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja paralela à reta dada. 

a) 2,-5)ex—y=1 

b) (1,2) e 2x + y =3. 

Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular à reta dada. 


a) (1,2)e2x+y=3 


b)Q,2)ex+3y=1. 

Determine a equagáo do plano que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular a diregáo do vetor Pe dado. 
a) (1,1, Den 0, 1,3) 

b) (2,1,-De; n” 2,1,2) 

Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular ao plano dado. 

a) (0,1,-D) ex +2y-z=3 

b) (2,1,—1) e 2x +y +3z=1 


Sejam ,, = (a,,b,,c;) e7? vo = (a,, by, c,) dois vetores do [R?. Definimos o produto vetorial de m por a que 


. é — —> 
se indica ,, A y> Por 


u 
> => =» 
— — l J k > ==) —> 
unv=|a bj c¡|=(b¡c,— ciba) i + (ac; — ac) j + (ayb, — aby) k 


da by Os 


, SEA => a 
onde T = (1, 0, 0), j =(0,1,0)e k = (0, 0, 1). Verifique que 


— — — — 
dad unv = —vAtu. 
> > — => 


b) u Av ¿ortogonal a ue av. 
— — — — — — — 


— 
c) UA(v + w)= u ^v tu A w,onde w = (az, b3, cy) 


=> > > => > > 


zi 
Dliu+vAwW= u nw +p Aw 


12. Determine a equação vetorial da reta que passa pelo ponto (1, 2, —1) e que seja perpendicular às direções dos 
+ — 


vetores y =(1,1,De v =(1,=2,1) 
13. Determine um vetor náo nulo que seja ortogonal aos vetores E e > dados. 


— — 
a) u =(1,2,—De v =(2, 1, 2) 


o — 
b)u=(3,2,—-l)e v =(—1,2,1) 
14. Determine a equação do plano que passa pelo ponto dado e que seja paralelo aos vetores m e y dados. 
— — 
aLa DN u =41, 1, Je v=(Q,1,=1) 
— — 
b) 0:12; u =(2,—1,3)e v =(1,1,1) 
F => => => > =p “ 
15. Sejam dados u = (uy, U2, u3)e V = (V1, V2, V3Y com unv £ 0 Verifique que 
— — 
(x, y, Z) = Xo Yo 7) EF SU +tv (s,tE€ R) 
2 as i A g > => 
é a equação vetorial do plano que passa por (xp, Yg» Zo) e que é perpendicular a a 


6.4. NORMA DE UM VETOR. PROPRIEDADES 


Definicáo. O número 
Il (x; y) | = Jx? + y? 


denomina-se norma do vetor (x, y). 


A norma de (x, y) é o compri- 
— 


mento do vetor OP . 


De (x, y) : (x, y) =x" + y”, segue Il (x, y) ll = (x,y): (x, y). 


Teorema 1. (Desigualdade de Schwarz) Quaisquer que sejam os vetores r > de [R?, tem-se 


> > — 


— 
lu + vishal- ivil. 


Demonstração 


Para todo t real, 


— — — — 


(a Tity) (u +tv) =0. 


Pela distributividade do produto escalar, 


$) 
u-u +2tu:«v+fvo.v=>=0 


> > 
e como ,, És = | ų | resulta, para todo z, 


=> — ” 


> 9 
lul + 2u: v +r 


=> 4 
Il v I4 = 0; 


logo, 
—, => 9 => ” => y 
A= (2u: vý —4laul lvi s0 
e, portanto, 
> > > o 
lu + villu ll ll y Il. E 


. . . A — > 2 
Segue do teorema acima que quaisquer que sejam os vetores não nulos ,, e, de R 


tem-se 


> > 


EE EU = 
— — 
Wu vil 


Portanto, existe um único número real 0, 0 < 0 < zx, tal que 


> > 
uv => => => => 
cos Ó = —————o ou u + yv =llullll v Il cos 6. 
— — 
llull lvl 


Este número real O denomina-se ángulo entre os vetores É e ES 


=> 


Teorema 2. Quaisquer que sejam os vetores u 


e Eis de [72 e qualquer que seja o escalar À tem-se: 


=> => => 


Nbllul=0;llull=0< u = (0, 0). 
N2) 1A u ll = AM u Il. 
N3) (Desigualdade triangular) 


=> => 


=> => 
lu + vil= 1 all + Iv Il. 


Demonstração 


N1) Imediata. 
N2) Pondo ;; = (x, y) tem-se 


E | > > 
A ul = 11 AG, y) ll = I (Ax, Ay) ll = (Ax) + (Ay). 


Logo, 
sh | a q) 
Au ll =1Al px? + y? 
ou seja, 
— o 
A vel = IAM u I. 


=> — — — — 


=> >» => 7 — » 
N3)lu + vil = (u + v)-(u + v)=llullé+2u4 + v + vis 


Pela desigualdade de Schwarz 


> > 


— — 
u + v <llullll vil 


Entáo, 


logo, 


Exercicios 6.4 


=> 


lu + 


> "a 
v IIÉ 


HA => => a > E. 
= llull + Mu v I +v ME = (all + vo 


o => — — 
la + viis llull + ilv il. 


Generalize para o [Rn (n > 3) os conceitos e resultados desta seção. 


Calcule a norma do vetor dado. 


> — 
die = (152) b) v =(2,1,3) 
o — l 
o) u = (0, 1, 2) d) v =(—=,-—) 
2 3 
—> 


E 3 
. Seja É = (u,, Uz, uz) um vetor qualquer de [1 . Mostre que || ¡y || = | uj |1=1,2,3. 


=> 


; Seja y = (u,, Us, ..., Un) um vetor do [Hn (n > 2). Mostre que || ¿y || = | mbr= 5200 


Sejam wW V dois vetores quaisquer do [Ẹ®n. Verifique que 
=> => — — 
allu — vil >Il ull — i vll. 
— — — o 
blu — vil =I vil — Il ull. 
> > > — 
ollu — vil = ull — Il vill. 
. => = . 
Sejam "is (uy, Uz, ..., Un) € vo (Vis Vz; --., vn) vetores quaisquer do [Yn. Mostre que 
— => 
lu — vll=>lu- v;l,¿=1,2,...,n. 
r -=> = r 
Sejam uev vetores quaisquer do [[Jn. Prove: 


> > — — > > 


A é ” 
u Lv llu + vi =|| ull" +1 v 11. 


So — e Ar à 
y = 0, para todo y € Hn, então uTo: 


Seja i um vetor qualquer do [Yn. Prove que se u 


> > > E] 


Sejam wW y e do [Hr tais que w = qu + Bv com a e f reais. Suponha u 
— 


> > > > 
(Il u I= 1 ell yll = 1) e ortogonais. Prove que 4 = u * wWeB= vw. 


> apo de 
y unitários 


10. 


11. 


12, 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


6.5. 


Sejam |, e EM vetores do Rê. RE que yy ea 7 são linearmente Re se, quaisquer que sejam 


— 
os reais ae p, se y u + Bv y = 0» então a = gira 0. Prove que ¡y Es = (u4, u,) es y” = (v, V2) são linearmente 
i 
VI Va 


+ 0.. 


independentes se e somente se 


Sejam 77 , P y’ H vetores quaisquer do [W2. Prove que se ê e Es forem linearmente independentes, então 
=> > > 

existirão (e serão únicos) reais a e £ tais que W = au + Bv. 

Sejam M e pe dois vetores unitários e ortogonais do [N2. Prove que” u ey 7? são linearmente independentes. 

Sejam É e y 7 dois vetores unitários e ortogonais do [W?. Prove que para todo 77 de R2 temse: 

=> > > > SS as 


W=(W+.u)u +(W.v)v. 
=> +. 
uº Mu y ê 
j Z-T, enãoa=B=7=0Pr 

sejam os reais a, P e y, se Hra +8 +yw=0> então a p y . Prove que 


> — 


u = (u), üz, u3), V = (Vi, V} V3) € Es = (Wj. W2, W3) são linearmente independentes se e somente 


Sejam Ns e w vetores do [R?. Dizemos que 7? = > são linearmente independentes se, quaisquer que 


uy uo us 
se VI Va Va + 0. 


Sejam de de E e ES vetores paa do Rê, com, w E cia independentes. Prove que r = é 
=> -> — 
combinação linear de 7? w ye > isto é, que existem reais a, Pá y tais que m =au +Bv +yw: 
Sejam 7? E = três vetores unitários quaisquer de [Rº, sendo dois a dois ortogonais. Prove que para todo Ei 
do R3 e 
> > > > > > > > > > 
r =(17 uju +(r V)v+(r w) w. 
E Ee = JA A 
Sejam 77 uey + vetores não nulos do R’. Mostre que || pS A vil = IL ui v ll sen q» onde 9 é o ángulo 
=> > 
entre u e y: 
Prove que quaisquer que sejam y Ee em [Rê 
=> 
lu Av vis y Il. 


CONJUNTO ABERTO. PONTO DE ACUMULAÇÃO 


Sejam (xo, yo) um ponto do R? e r > 0 umreal. O conjunto 


[(x, y) € R? II (x, y) — (xo. Yo) | < r} 


denomina-se bola aberta de centro (xo, yo) e raio r. 


A N Il (x, y) Er (Xos Yo DI < P 
{ ` 

ddd o o) : uy 
4 1 / (x = xo) + Y-Y <P? 


No plano, a bola aberta de centro (xo, Yo) e raio r é o conjunto de todos os pontos 
“internos” ao círculo de centro (xo, yo) e raio r. 

Seja 4 um subconjunto não vazio de R’. Dizemos que (xo, yo) € 4 é um ponto 
interior de A se existir uma bola aberta de centro (xo, yo) contida em 4. 


EXEMPLO 1. Seja A= f(x, y) ER |x>0ey>0). 


a) Todo (x, y), comx > 0 e y > 0, é ponto interior de A. 
b) Todo (x, y), comx = 0 ou y = 0, não é ponto interior de A. 


De fato, 


a) se (x, y) € 4, com x > 0 e y > 0, então a bola aberta de centro (x, y) e raio r = mín 
fx, y} está contida em 4; logo, (x, y) é ponto interior de A. 

b) se (x, y) € 4, comx = 0 ou y = 0, então (x, y) não é ponto interior de 4, pois 4 não 
contém nenhuma bola aberta de centro (x, y). 


A 


ET é ponto interior 


não é ponto interior A 


Definição. Seja 4 um subconjunto não vazio de [92. Dizemos que 4 é um conjunto aberto se todo ponto de A 


for ponto interior. 


Observação. Por definição, o conjunto vazio é um conjunto aberto. 
EXEMPLO 2. Toda bola aberta é um conjunto aberto. 
Solução 


Seja B uma bola aberta de centro (xo, Yo) e raio r. Precisamos mostrar que todo 
ponto (xı, yı) de B é ponto interior. Seja, então, a distância de (x1, y1) a (xo, yo), isto é, 


a = || (1, y1) — (xo, yo) ||. 


Vamos mostrar que a bola aberta p de centro (xı, yı) e raio rı, com 0 < rı <r — a, está 
contida em B. 


p 
f Drs) 


Yo y 


(x, y) € B el (x,y) — (Xp y) l< r4- 
Seja, então, (x, y) € p; temos 


Il (x, y) — (Xo: Yo) 1 = 1 (x, y) — (xy, y¡) + X1: Y1) — Xp Yo) | 
< Il (xy) — 1 y1) l + Iy) A yy 1< 7] esr. 


Logo, (x, y) € B. Portanto, p está contido em B. 


EXEMPLO 3. 


a) R? é um conjunto aberto. 
b) A= {(x, y) ER |x>0e y > 0] não é aberto. 
c) A= f(x, y) E R |x>0e y > 0) é aberto. 


Solução 


a) Imediato. 
b) Os pontos (x, y) € 4, com x = 0 ou y = 0, não são pontos interiores; logo, 4 não é 
aberto. 
c) Se (x, y) € 4, a bola aberta de centro (x, y) e raio r = mín (x, y) está contida em 4; 
logo, 4 é aberto. 

E 


Definição. Seja 4 um subconjunto do [R2 e seja (a, b) € R2 ((a, b) pode pertencer ou não a 4). Dizemos que 


(a, b) é ponto de acumulação de A se toda bola aberta de centro (a, b) contiver pelo menos um ponto (x, y) € 
A, com (x,y) £(a, b). 


Grosso modo, dizer que (a, b) é ponto de acumulação de A significa dizer que 
existem pontos de 4, distintos de (a, b), tão próximos de (a, b) quanto se queira. 


EXEMPLO 4. Todo (x, y), com x > 0 e y > 0, é ponto de acumulação do conjunto 4 


Me o A 
il | não é ponto de acumulação de 


sendo A = ((x, y) € Rê Ix >0ey> 0); o ponto 


xa) | que não contém ponto de 4. 


: . EM 
A, pois existe uma bola aberta de centro | a 


EXEMPLO 5. O conjunto 4 = ((1, 2), (71, 0), (1, 3)! não admite ponto de 
acumulação, pois qualquer que seja o ponto (a, b) de R?, existe uma bola aberta de 


centro (a, b) e raio r que não contém ponto de 4 distinto de (a, b). | Se (a, b) não 
pertence a 4, basta tomar r como a menor das distâncias de (a, b) aos pontos (1, 2), 
(+1, 0) e (1, 3); se (a, b) € A, basta tomar r = e | 


Exercícios 6.5 


1. 


Verifique quais dos conjuntos a seguir são abertos em [R2. 


a) (lx, ERIX + y? <1) 

b) (lx, penais 1) 

(y ER Ix +y slext+ty>3) 
dy ERP Ix= [e1<y<3) 

e) {(x, y) ER +xy+ y? <0) 

P (ix, y) ER Ix+y>3 eN + y? < 16) 
g) (x, y) E R? Ixy > 0} 

h ((x, y) ER Ix>0e y > 7) 


Determine o conjunto dos pontos de acumulagáo do conjunto dado. 


a) (lx, y) € R? d+ y? <1) 
b) (lx, y) E R^ I xe y inteiros) 


c) f Es l jo * O natural l 
| n / 


dm y) ER Ix+ y > 1) 
e) (a, y) ER x= Lips 
PAG, y) € R? I xe y racionais) 


Defina bola aberta de centro (xo, yo, z0) e raio r > 0 no R3. Interprete geometricamente. 
Defina bola aberta, conjunto aberto e ponto de acumulação no Wn. 


Sejam A e B dois subconjuntos do [92. Prove que se 4 e B forem abertos, então 4 U Be A N B também 
serão. 


Suponha que, para cada natural n, An é um subconjunto aberto do [92. Seja B a reunião de todos os Ane Ca 
interseção de todos os An. Pergunta-se: B é aberto? C é aberto? Justifique. 


Seja F um subconjunto do [92. Dizemos que F é um conjunto fechado se o conjunto de todos os (x, y) não 
pertencentes a F for aberto. Verifique quais dos conjuntos a seguir são fechados. 


a) (œ, y) ERIZ +y <1). 

b) {(x, DVER lx>0ey>0). 
CHE VE Rê xe y inteiros). 

d) ((x, VER? | xe y racionais). 
e) $, 

pr 

2) (Gx, y ER? Ix=1,1=<y=<3) 
h) (Gx, VER? Ix=1,1=<y<3) 


Suponha que o conjunto B, B C [N2, não seja aberto. Pode-se concluir que B é fechado? Sim ou não? 
Justifique. 


9. Dizemos que 4 C [92 é um conjunto limitado se existir um m > O tal que || (x, y) || < m para todo (x, y) € A. 
Prove que se 4 for limitado e se A contiver um número infinito de pontos, então A admitirá pelo menos um 
ponto de acumulação. A afirmação continua verdadeira se uma das hipóteses for omitida? 


7 


FUNÇÃO DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES EM 
IR”. CURVAS 


7.1. FUNÇÃO DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES EM R 


Uma função de uma variável real a valores em R? é uma função F : 4 > R’, onde 4 
é um subconjunto de R. Uma tal função associa a cada real t € 4, um único vetor F (t) 
€ R°. O conjunto 4 é o domínio de F e será indicada por Dr. Suporemos sempre que 4 
ou é um intervalo ou uma reunião de intervalos. O conjunto 


ImF=4F (0) ER |t E Dr) 


é a imagem ou trajetória de F. A imagem de F é o lugar geométrico, em R, descrito 
por F (t) quando t varia em Dr. 


EXEMPLO 1. Seja F a função dada por F (t) = (t, 21). 


a) Calcule F (0) e F (1). 
b) Desenhe a imagem de F. 


Solução 


a) F(0)=(0,0)e F(1)=(1, 2). 


b) Jx=t 
A imagem de F é a reta de equações paramétricas |y = 21 


EXEMPLO 2. Desenhe a imagem da função F dada por F (t) = (t, £%). 
Solução 


. r pb 5 b x z t 
A imagem de F é a curva de equações paramétricas J P. 


D 


A imagem de F coincide com o gráfico da parábola y = x°. 


EXEMPLO 3. Seja F (t) = (cos t, sent), t € [0, 27]. Desenhe a imagem de F. 
Solução 


A imagem de F é a circunferência de centro na origem e raio 1. 


(cos t, sen t) 


EXEMPLO 4. Seja F (£) = (e + cost, €‘ sen £), t > 0. Desenhe a imagem de F. 


Solução 
F (t) = e * (cos t, sen f) 
LF (f) Il = Me cos t)? + (e™ sen t)? 
ou seja, 
NF()l=e ". 


Quando t varia em [0, +oo[, o ponto F (t) gira em torno da origem e a distância à 
origem tende a zero para t tendendo a + œ. Observe que a imagem de F coincide com o 
gráfico da espiral p = e o, 0 > 0 (coordenadas polares). 

E 


EXEMPLO 5. Desenhe a imagem da função F dada por F (t) = (2 cos t, sent), t E TO, 
2r]. 


Solução 


paN 
- 
Il 
YM 
O 
> 
~ 
E 
Il 
n 
O 
> 
-~ 


-2 2 
Assim, para cada t E [0, 27] o ponto (2 cos t, sen t) pertence à elipse X + y = 1. Por 
4 


outro lado, para cada (x, y) na elipse, existe £ € [0, 27] tal que 


[x =2 cost (por quê?) 
ly = sent PER a 


Exercícios 7.1 


Desenhe a imagem: 
LL F(O=(1,0 

2. F(M=(Lt+1) 

3. F()=(2t-1,t+2) 

4. F(0=(1,8) 

5. F(0)=(8,1) 

6. F(= (B, ^) 

7. F (d= (cos t,2 sen À 

8. F (À= (sent, sen À 

9. F (t)= (sen t, sen? t) 

10. F()=(N2 cos 1,2 sent) 


11. F (À = (et cos t, et sen f, t> 0 


12. F (À = (sen t, t) 


7.2. FUNÇÃO DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES EM Rº 
Uma função de uma variável real a valores em R? é uma função F : 4 > R?, onde 4 
é um subconjunto de R. Uma tal função associa, a cada t € A, um único vetor F (t) E R 


3. A imagem ou trajetória de F é o lugar geométrico, em R?, descrito por F (£), quando f 
g J gar g p q 
varia em Dr. 


EXEMPLO 1. Desenhe a imagem de F (t) = (t, t, t), t > 0. 
Solução 


A imagem de F é a semirreta de equações paramétricas 


EXEMPLO 2. Desenhe a imagem de F (t) = (cos t, sen t, 1). 
Solução 


A imagem de F é uma circunferência situada no plano z = 1, com centro no eixo z e 
raio 1. 


EXEMPLO 3. Desenhe a imagem de F (t) = (cos t, sen t, bt), t > 0, onde b > 0 é um 
real fixo. 


Solução 
A imagem de F é uma hélice circular reta. Quando £ varia em [0, +oo[, a projeção de 


F (t), sobre o plano xy, descreve a circunferência x = cos t, y = sen t, ao passo que a 
projeção sobre o eixo z descreve um movimento uniforme, com equação z = bt. 


Muitas vezes será necessário considerar funções de uma variável real a valores em Rn, 
n > 3. Os próximos exemplos exibem funções de uma variável real a valores emp” e 
emp, respectivamente. 

E 


EXEMPLO 4. F (t)=(t,?,1,t),t € R, é uma função de uma variável real a valores 
emp”. 
m 


EXEMPLO 5. F (t) = (cost, sent, t’, t, t), t € R, é uma função de uma variável real a 
valores em R’. 
m 


Exercícios 7.2 


1. Desenhe a imagem: 
a) FO=(1,t,1),tER 
b) F()=(1,1,9,1>0 
c) F()=(tt,1),t>0 
d) F()=(1,0,,tER 
e) F()=(t,t, 1 +sen ð, t20 
A FE(À=(t, cos t, sen £, t> 0 
g) F (À = (cos t, sen t, 2) 
h) F (À = (cos t, sen t, e7, t> 0 


5 f 1 
) F= ET 
t 


A 
EO 


Sn 


A 
J) F(0=(144) 420 
D F (À= (et cos t, e™ sen t, e7, t> 0 
m) F (t) = (sen t, sen t, J2 cos 1), 0<t<2x 


n) F (£) = (sen t, sen t, f), t> 0 


T 
0) F(9=(1 + sen £ 1+ sen £, cos ), == <t=< 


2. Seja F dada por F () = (In £ t, y A Y: 


a) Determine o domínio de F. 


b) E 
Calcule F | = | 
Po 


3. Determine o domínio. 


/ FE y 


aF(mM=!|t = In (5-1), e* 


A 


É ai 
b) F (t) = | 2, —, 4/2 — t? , arctg t | 
\ fr j 


7.3. OPERAÇÕES COM FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REAL 
A VALORES EM [R» 


Seja F : A — Rn uma função de uma variável real a valores em Rn; então existem, e 
são únicas, n funções a valores reais F; : A —> R, i = 1, 2, 3, ..., n, tais que, qualquer 
que seja t € A, 


F (= (41 (0, Po (0, ..., Fa (0). 


Tais funções são denominadas funções componentes de F. Escreveremos F = (F, F», 
..., F,) para indicar a função cujas componentes são Fi, F5, ..., Fn. 


EXEMPLO 1. Seja F (t) = (cos t, sent, t), t € R. As componentes de F são as funções 
Fi, Fə, F definidas em R e dadas, respectivamente, por x = cos t, y = sente z=t. 
E 


EXEMPLO 2. Seja F (t) = (t, 4t, sen 3t, arctg t), t > 0. As componentes de F são as 
funções HF, F2, F3, Fa dadas por F (£) = t, Fo (t) = ~t, F (t) = sen 31 e F, (t) arctg t, 
comt > 0. 

E 


Sejam F, G : A — Rn duas funções de uma variável real a valores em Rn, f : 4 > R 


uma função a valores reais e k uma constante. Definimos: 
a) a função F + G : A — Rn dada por 


(F+0) (1) =F (1) +G(t) 


denomina-se soma de F e G. 
b) a função kF : A — Rn dada por 


(KF) (£) = kF (0) 


é o produto de F pela constante k. 
c) a função f- F : A — Rh dada por 


GOD 


é o produto de F pela função escalar f. 
d) a função F-G: A — R dada por 


(POD FD CA 


onde F (1) : GO A(O Gr (1) + P,(0) : Gr (H) +... + Fa (À : G, (£), € o produto 
escalar de F e G. Estamos supondo aqui F = (Fi, Fə, ..., Fa) e G = (Gi, G», ..., Gn). 
e) Sejan=3. A função F A G : A => R dada por 
— — — 
(FAGOD=F(OAG(D)= j f 
CENA = A “JRO BO R(t) 
GH Go(t) Ga(t) 
denomina-se produto vetorial de F e G, onde 
-> — 
i J k — 
A BW BE(O|=[F06G3(0 -—F3(0G(0] i + 
G GÀ Gx(t) 


o > 
+ [F3 (t) Gi ) — F1 () G3 (DM j + [F1 (O G (O — F (t) G O] k. 
(Veja Exercício 11 da Seção 6.3.) 


EXEMPLO 3. Sejam as funções F, G e f, definidas em R, e dadas por F (t) = (cos 3t, 
sen 2t, 2), G (£) = (3, t, arctg t) e f (t) = e °. Temos 


a) o produto escalar de F e G é a função H dada por 
H(A =F (H: G (t) =3 cos 3 t +t sen2t+ť arctgt. 
b) o produto de F pela função escalar f é a função com valores em R? dada por 
fH F (A =e” (cos 3t, sen 2t, ) = (e°: cos 3t, e°r sen 2t, e% t). 


c) o produto vetorial de F e G é a função a valores em R? dada por 


> => > 

i j k 
(FAG (À = [cos 3t sen 2t t2 

3 t? arctg í 


A dl | Fi 3 
= (sen 2t arctgi— f) i + (3t — cos 31 arctg t) j + (f cos 3f— 3 sen21). m 


Uma função de uma variável real a valores em Rn será frequentemente indicada com 
a notação vetorial p. 


EXEMPLO 4. Sejam as funções F e G dadas por FO =(t, P. 2) e G (1) = 83, t, tY 


Calcule 
> > > 
a) F (0 G Ð b) tF (t) 
—} —> — — 
c) F(DA G (t) d) 2F (tf) + 3G (0. 
Solucáo 


E = 3 3 
DF(WMG0=3>+f +2 =5t 4. 


hs 2 2 3 
DIF (1) =1(t,1,2) = (4,1, 21). 
+] DS 
-> — t J k 3 — y > » . > 
OFMAGO=|t 1% 2|=(-20 i +(6-D) ¡ + -—36) k 
3 & 3 
ou seja, 
> > — 
F OAG O=P@-2W 1 +6- j-2 E. 
—> =} 9 9 
d)2F (0+36G (1) = 2 (t,t, 2) + 3(3, t, t) = Qt + 9,21 + 3t, 4 + 31). m 


Exercícios 7.3 


— = ” 
` Sejam F (t) = (t, sent, 2)e G (t) = (3, t, t). Calcule 
> > > 
a) F t): G (1) bje F 


=> > — -> 
c) F(0-2G (f d) F (ÙA G (t) 


" aoue IDA 0, onda E) PL 2; k: 


> > 


— => — > > r 
+costj+ k: 


Calcule u (t)=senti +costj +tk e v (= snt 


> — > 
+trkex@®=ti— j+ 
o — 
u (1) - v (f, onde i 
SIS So a i 3 . 
4. Sejam F.G.ptés funções definidas em 4 C [H e a valores em [H”. Verifique que 
=) 


=> > => > > > > => =>. -=> 
aa FAG=-GAF SPEAR H= E Ga Po TE 


=> > —> <> — — — 
DQ FA(G+H)=FAG+EFEAH 


7.4. LIMITE E CONTINUIDADE 


Antes de definirmos limites faremos a seguinte observação: sempre que estivermos 
lidando com função de uma variável real ficará subentendido que o domínio ou é um 
intervalo ou uma reunião de intervalos. 


Definição 1. Seja F uma função de uma variável real a valores em [Jn e seja to um ponto do domínio de F ou 
extremidade de um dos intervalos que compõem o domínio de F. Dizemos que F (1) tende a L, L € Rn, quando 


t tende a a e escrevemos , an F(1) = L se para todo € > 0 dado, existir ô > 0 tal que, para todo t € Do 
0 


Olt-w|<ô=>I|F(M-LI|<e 


Observação 
[F(O)-L|<e=F (t) € Be (L) 


onde Be (L) é a bola aberta de centro Le raio e : Be (L) = {Y E€ R° ||| Y- Z ||< e}. 
A figura seguinte nos dá uma visão geométrica do significado de , ne Res Ea no 
0 


cason=2: 


dado e > 0, existe ô > 0, tal que F (t) permanece na bola aberta Be (L) quando t 
percorre o intervalo ] to — ô, to + ô [, t £ to e t € Dr. 


EXEMPLO 1. Seja F uma função de uma variável com valores em Rr e seja L € Rn. 
Mostre que 
lim F()=L&S lim 1F(t)-— Lil =0. 


t > to t > to 


Solução 


; Ve>0,J8>0 tal quee VteD 
lim Para l , q F 
or TO o<- 19 1< 5 => NF() — L< e 


[Ve>0,35>0 tal que Vte Dp 


S d0<lt—101<8 => MF (1) — LI— 0l<e€ 


> | lim NF(t)— Lll =0. 


t=> to E 


O exemplo acima nos diz que se F (t) tende a L, para t > to, então a distância de 
F (t)a L (| F (£) — L |) tende a zero, para t > to, e reciprocamente. 
— 


Antes de demonstrar o próximo teorema, lembramos que se X =(X], X2 ..., Xy) E 
Rh, então, para i = 1, 2, ..., MX = | x, b OU seja, o comprimento de X é maior ou 
igual ao módulo de qualquer uma de suas componentes (veja Exercício 4, Seção 6.4). 

Seja, agora, F = (Fi, Fo, ..., F,) uma função de uma variável com valores em E e 
seja L = (Li, Lo, ..., Ln) En; temos 


F()-L= (A () — La, Fo (0) — Los ..., Fn (t) — La). 


Do que vimos acima, resulta: 


[F(O-£121F(0-L.1(G=1,2,..., n). 


ir F (t) 


O próximo teorema nos diz que , existirá se e somente se existirem e 


forem finitos os limites das a E de F. Além disso, se, para i = 1, 2, ..., N, 


lim F;(1) = Li Rae: F (t) = L= (Lj; Lo, ..., La) 
tb =>i 


acontecer , entáo nº. 


Teorema. Sejam F = (F1, F2, ..., Fn) uma função de uma variável com valores em [Rn e L = (L1, L2, ..., Ln) 
€ Hn. Então 


lim F(H)=LS lim F(D)=Li=l1,2,...,n. 


t> to tt 


Demonstração 


Vamos provar primeiro a implicação 


lim F()=L> lim F;(t) = Li 


ER to ds fo 


De, E F= L segue que E IF) —LI= 0 Por outro lado, para todo i = 1, 2, 


< A, 
FAO-LISIFO-LI. 


Pelo teorema do confronto, 


lim (F;()— L) =0o0u lim F;(t) = £;. 


t > to t > to 


Reciprocamente, de , 


e F; (t) = Li para i= 1,2, ..., n, segue que 
to 


lim (A ()- L) + (B ()-— L)? +... + (F, (t) — La)? =0 


t> to 


lim UF()— LI=0 


e, portanto, , _,, 
0 


; logo, 


lim F()=L. E 


t=> to 


sent >? 
i 


EXEMPLO 1. Seja F (1) = 


> =: 4 . =} 
+(t +3) j.Calcule lim F (1). 
t=>0 


Solucáo 


sc E , sent | > e > ¡E ME € e 
lim F (= | lim i Ti im (FS IST a 
1t=>0 +50 t +50 


mi mi 

EXEMPLO 2. Seja F (1) = (cos t, sent, t). Calcule jm LUTO ED, 
h50 h 

Solução 


> > 
F ((+h)-— F()_ cos (t + h) — cost sen (t+ h) — sent |) 


h h h 
De 
; cos (t + h)— cos t : sen (t + h) — sen t 
lim ————————————— = -senf e lm ————— =c08sf 
h> 0 h h50 h 
segue 
=> + 
. F(tt+h)- Ft(t) 
lim. = (—sen f, cos f, 1). [E 
h=>0 h 


O próximo exemplo nos diz que o limite de um produto escalar é igual ao produto 
escalar dos limites, desde que tais limites existam. 


EXEMPLO 3. Sejam F = (F, F» ..., F) e È = (G, Gy, ..., G,) duas funções de uma 
variável com valores em Rn. Suponha que 


=> > > > 
lim F()=a e lim G (ñ= b 


t> to 15 th 


— 


a = (as, 4), ..., Gn) € 


onde E 


) =(b,, bz, ..., bn) Mostre que 


> > > > 
lim: E eG O= a = px 
t> to 


Solução 


> — 
FO G (0) = F; (Ð G1 (6) + Fa (À Ga (Ù) +... + F, (0) G, (0). 


= ==) y . 
lim F = a => lim F; (Ñ) =a;, i=1,2,...,n. 


tol, > > [5 to 
lim G()= b > lim G;(t) = b;,i=1,2, ..., n. 
t> to t> to 
Então 
. A as . 
lim F (t): G (t)= lim F¡(0G¡(0+...+ lim F, (Ð) G, (0) 
t=>t t> to St 
D 
> > 
= a;b] + ab» Poat ab, = a `’ b . E 


Definição 2. Sejam F : 4 > [ne to E 4. Definimos: 


F é contínua em t0 & lim F(t) = F (tọ). 
> to 


Dizemos que F é contínua em B C A se F for contínua em todo t € B; dizemos, 
simplesmente, que F é contínua se for contínua em cada £ de seu domínio. 


Do teorema anterior, resulta que F será contínua em ty se e somente se cada 
componente de Fo for. 


Exercícios 7.4 


1. Calcule 


Rh — el al 
a) lim F (t), onde F (tf) = | à afs 


t>1 


os > tg3t eo, 
b) lim F (t),onde F (1) = ——— í’ 
t> 0 


t Í 
T 
> o AA AAA 
c) lim r (f),onde r (= = i + j+2k. 
t=>2 fr p= 


2. Sejam F = (F,. F>, ye! F,), G = (G; G>, iss Gr) duas funções de uma variável real a valores em [Hn 


o > 
e f uma função de uma variável real a valores reais. Suponha que UM F (=a, 
f — fn 
0 


> > 
lim G (1) = b e lim ft) = L onde R Es ; E > a L real. Prove: 
> to t ko: a = (aj, Go... Gp). b = (by. bz, Uy) 


— — — — 
a) lim [F Ð+ G(0]= a+b. 


t>t 
— => 
by lim ft) F()=La. 
t> to 
RS > > > 
o) lim F(MAG(= a Nb (n=3). 


t > fo 


3. Determine o conjunto dos pontos de continuidade. Justifique a resposta. 
> =F — —) 
a) F (H)=t i +t j +3k. 


— — 


a | | a 
DFO=<p=1 E ael ek: 
4. Sejam F. G ASR ef:A>R contínuas em bo € A. Prove que F F mi G.fF, F . G são 
E a > — a. ; 
contínuas em 1,. Sen =3, FAG também é contínua em to 


5 => 


> > 
iam > ria lim ()= 0 OES) 
Sejam g .A>Re C:A>R> Suponha 1! F (0) e que ll G (0 1 =M para todo 1 € A, 


0 
onde M > 0 é um real fixo. Prove. 


— — — — — 
a) lim F (.- G()=0 b) lim F(DAG()=O0 
t> to t> to 


6. Seja F [a b] —> R” contínua. Prove que existe M > 0 tal que 1 F (ÐI < Mm em [a, b]. 


7.5. DERIVADA 


Definição 1. Sejam F : 4 > [ne to E 4. Definimos a derivada de F em to por 


1F e F(t) — E (to 
fa (fp) = lim AA 
dt t> to t — to 


desde que o limite exista. 


Se F admite derivada em to, então diremos que F é derivável ou diferenciável em 
to. Dizemos que F é derivável em B C Dr se o for em cada t € B. Dizemos, 
simplesmente, que F é derivável ou diferenciável se o for em cada ponto de seu 


domínio. 


Teorema 1. Sejam F = (F1, F2, ..., Fn) e to pertencente ao domínio de F. Então, F será derivável em to se e 
somente se cada componente de F o for; além disso, se F for derivável em to 


F'(to) = (F (to). E (to), ..., Es (to). 


Demonstração 


F (t)- F (to) _ l A (t)— A (to) Pt) E (to) F, (6) — F, (fo) ` 


noj SS E A 
t — to t — to t — to t — to 
m l o EAF .., LUN 
Pelo teorema da seção anterior, lim Edi existira se e somente se existirem 
t>5>t — i0 
0 z 
, o o E (t)— (to) a 
e forem finitos os limites lim A O 1,2, ..., n. Logo, F será derivável 
t>5>t — i0 
0 E 


em ty se e somente se cada componente o for. Teremos então: 


F (t) — F(t0) _ h (t) — Fi (to) Fn (t) — Fn (to) 


lim lim e... lim 
t> to fia tte t— tg tt = to 
ou seja, 
F' (tp) = (F (to), F (to), - Fn (to)). m 


EXEMPLO 1. Seja F (1) = (sen 31, ef? 1y Calcule 


= 
a p 2E (0) 
dt dt 
Solução 
— 
a) a (t) = ((sen 3t)',( e? Y, (1) = (3 cos 3t, 2te? , 1) 


ou seja, 


dF 
a O = 6 cos3r, xe, 1). 


dF 
b) — (0) = (3,0, 1). a 
dt 
EXEMPLO 2. Seja 7 (=? ; +arctg2t j +e K- Calcule, 
> Fi 
a) dr b) de r 
dt dt? 
Solução 
de d 1 1 
r E a = ad -t 
1 = — (1) + — (arctg 2t + — k 
i dt dt i ' dt R dt e 
da > > — 
2 era do Dee É 
dt 1 + 44º 
” é 
alr => l6t > po 
b) =2 i -=- ——>> jr+e k. = 
dt? (1+ 41? y? 4 


2 l , 
Seja, agora, F : A= R e seja ż E 4. Geometricamente, vemos £ (to) como um 
0 t 


“vetor tangente” à trajetória de F, no ponto F (to). 


F(t)- FG 
E or é paralelo ao vetor F (t) — F (to) 
t— to 


F(t) — F(to) 


Rh Lo 


(to). 


tende ao “vetor tangente” 2 (ty) à trajetória de F em F 


( —> 
Definição 2. Seja F : 4 — Hn derivável em £ , com — (fp) É 0. Dizemos que dF (to) é um vetor 
0 dt dt 


tangente à trajetória de F, em F (to). A reta 
dF 
X = F (to) + À — dt (to). À E R 


denomina-se reta tangente à trajetória de F no ponto F (to). 


A reta tangente à trajetória de F no ponto F (to) é, então, por definição, a reta 


passando pelo ponto F (t ) e paralela ao vetor tangente £ (to). 
0 dt 


EXEMPLO 3. Seja F (t) = (cos t, sent), t € R. Determine a equação da reta tangente à 
trajetória de F no ponto F | z | 


Solução 


(N2 2) dF 
Vá NV é lé 
1.22 5 = (—sen Í, cos f); assim, — z)-| 
- 2 2 j dt (4) 


A equação da reta tangente em F A | é: 


f 
X=F T| E (ar ER 
14 dt 14) 
ou seja, 
Pas 7 ( D io 
(x, y) = o a aer. Es 
la al 2 2 2 a 


Faga vocé o desenho da trajetória de F e da reta tangente. 


EXEMPLO 4. Seja F (t) = (t, t, ?). Determine a equação da reta tangente no ponto F 


(1). 
Solução 
dF 


F(D =(1,1, 1); g N 1,21); assim, Š osa, 1,2). A equação da reta 
dt 
tangente em F (1) é: 


{F 
X=F()+1— (AER, 
dt 
ou seja, 


(4) = (1, 1, 1) + à (1,1,2), À ER. m 


Teorema 2. Sejam F G ASR” f: ASR deriváveis em A, Então, f - F e F é G seráo, 
também, deriváveis em A e 


— 
> Ss 
Wife pj= df. F aê dio ar. 
dt dt dt 
1 LP IG 
> > > > E 
pts EE E A 
dt dt dt 


Além disso, sen =3, então E FAG será, também, derivável em 4 e 


Lado SEND G + F nas 
í 


dt dt 


Demonstração 

Faremos a demonstração no caso n =3. 

a) F = (F, F,, F,); como f é uma função a valores reais 
LOPO CORNO O,S O F (0) 


para todo t € 4. 


d e == 4 d d d 
É LO Fo1= (Ziro ROL ELO BOLSO BO] | 


De 
d ao j 
gion ()D]=f OF OHOFI (t) 
d , , 
di [fO Fa H] =f’ (t) F(t) + f F (1) 
d , t 
E [HO F3 ©] = f' (t) F3 (t) + f (i) F3 (t) 
resulta: 
d 5 o , , 
Erro ÉOI=[0 (60. BO.BO)J+f0(R0, BOBO) 
ou seja, 
dd df, -dF 
—(fF)= = F+f—. 
q dt f dt 
> — 
> > 
F s G = FG) + FG) + F3G3. 
a = d d d 
— Ea G]= "EG + — [ FG, ] + — [EG 
a l dr en dp al a, SS 
Me Cd ff PA Ai 
dt dt d 2 E: d 
Como 
F — 
dÉ ¿BB BO, 
dt dt * dt 
e 
> dG dG dG dG 
F-==F¡—L+P, 2 +F, 3 
dt dt dt > dt 


resulta 


> > 
> > ; — — 
A At? su dG 
dt dt dt 
> > > > => > 
d(F AG) . Fitta Gath- F(DA G(t) 
Gras li ESSE 
dt h=>0 h 


— o — — — — — — 
ETA Ft AOA Gth- FHA G0tht FOA Gth — F()aGc(5 


h=>0 h 


FAME > > Carn-G 
iim ENS CO Cr ma AE 


h= 0 h h 


dF > > dG 
— MA G ()+ F HA — (8 
dt dt 
ou seja, 
— 
ao 


AcG+ RA SE, = 
t 


>, > 
[FA G]= 


aja 


EXEMPLO 5. Seja F : 4 => R» derivável e tal que || F (0) || = k, V t € A, k constante. 
Prove que 


— 
F (t) * ar (1) =:0 
dt 
para todo t € A. Interprete geometricamente no caso n = 2. 
Solução 


> > > 
IF (9U=xF (t): F(t) 


daí 


— > > — 
IF (DI = F (1) + F (t); 


logo, para todo t € 4, 
> > > 
F (0: Fsk. 
Segue que, para todo t em A, 


d — — 
— [F (t) F (t)] = 0, 
dt 


ou seja, 
LE IF 
> > 
“O: Fot Fo gsn 
dt dt 


e como o produto escalar é comutativo 


— 


d F 
dt 


= 
2 F Y" (1) =0. 


Portanto, para todo t € 4, 


IF 
— 
FO (9 =0. 


dt 
— 
Assim, sendo |È (t) || constante, os vetores pe d F serão ortogonais. 
F F (e (t) E 
dt 


Interpretação geométrica no caso n = 2. Seja F (1) = (F, (t), F, (0); sendo || F (2) | 
constante e igual a k (k > 0), a trajetória descrita por (Fı (1), Fə (t)) está contida na 
— 


circunferência de centro na origem e raio k; como 4F (t) € tangente à trajetória, 
dt 


—) 
d F (t) deve ser tangente à circunferência e deve, portanto, ser ortogonal ao vetor de 
dt, 
posição F (1). 


Exercícios 7.5 


> = 
1. Calcule dF d“ F 
dt dt” 


=> » e: 2 l 

a F()D=(3,e *, In (1? + 1). 
> TE .> — 
D F()D=NVH i +cosf J +31 k: 
— — 
i 


, at y >? 
c) F(t)=sendt E - 


A — 
+cos4t j —e 
2. Determine a equação da reta tangente à trajetória da função dada, no ponto dado. 


T 
a) F (t) = (cos t, sen t, Je F [5] 
) A 
b) G (f) = (Ê. DeG(1) 


E q 
©) F (À = (=> P Je ro) 
f i 
d) F (t) = (t. Ê, È PJeF(l) 


3. Seja F definida no intervalo 7 e com valores em Rn. Suponha que F” (t) = v para 
todo t em 7. Prove que existe uma constante k = (ki, k2, ..., kn) € Ra tal que F (t) 
= k para todo t em 7. 


4. Seja F . 15 1 intervalo, derivável até a 2.º ordem em /. Suponha que exista 


— — 

2 > 7 

um real tal que, para todo t em 1, 4 £ (=A F (ty Prove que F (0) A — (1) É 
dt” dt 


constante em /. 


5. Suponha que ” .p.. p3 seja derivável até a 2.º ordem e que, para todo £> 0, 


> = 
lr OIS yt. 


) > > > 
Prove que dr dr __7 dir em[0,+o[ 
dt dt dt? 
b no T 
) Seja 9 o ángulo entre  . LY. Conclua que = O 
dt? 2 


. — . . r r 
6. Seja , definida em R, com valores em Rº, e derivável até a 2.º ordem. Prove 
1 
=> 


— 
que se 7 MA dr 


~ =e 12 . — 
(1) for constante em R, então |, (o A < y (o = 0 MR. 


y 


dt dt” 


7. Seja 7. 1 Rò 1 intervalo, derivável até a 2.º ordem. Suponha que "7 (1) forneça 
a posição, no instante t, de um ponto P que se move no espaço. Definimos a 
velocidade  (t) e a aceleração a (t) de P, no instante t, por: 

> > ” > 
Ene pal vs ss E Z (1 Determine , (£) e _, (£) sendo: 
dt dt dt” v 


a 
> > — 


—) — —) ay 
k b) r (t)=c0st i +sent j +tk 


=F E ? 

r =ti +f j+4 

EN — — > > ú 
r (Ù= ù + vot, onde m e vo serão dois vetores fixos em R”. 


a) 
Cc) 
zy > > 1 > > > 


p) = 
d) r (Ò= ù + vot + z ag t^, onde 1), vo e ag são constantes. 


-æ 


8. Um ponto se move no espaço de modo que ||; (£) || = k para todo t, onde k > 0 é 
uma constante. Prove que +; | p- a (1) = 0 para todo t. Interprete. 


— 


=> , 
9. Suponha [| _, (2) | 4 0 para todo £. Faça F (1) = À W onde v (1) = l, (0 |. Prove 
Y v(t) v 
que 
— 
e a 
a Te sáo ortogonais. 
dt 
ER 
= AT dv > 
b) a =v + — T. 
dt dt 


e = > > = = 
10. Seja y (1=acoswt i +bsenwr j> Onde a, b e w são constantes não nulas. 
Mostre que 


11. 


12. 


13. 


14. 


Sejam F e G definidas e deriváveis no intervalo / e com valores em Rn. 


— — 
Suponha que para todo , = dF (ù= d G (q Prove que existe um vetor 
dt dt 
> > > > 
€ = (Cj, €z, ....c) E R” tal que G (p= F (1) + c Para todo t 00 1. 


— 


. — 
Determine — , (r sabendo que 


— 
dr > > > — > 
a) =fi t2 ker Q= itj. 
dt 
— 
dr —) —) > > > > > 
b) =sent į +cos2t j + k,t=0e r (O= i — ¡+2 k 
dt t+1 
— 
dr l > ae > > — 
c) = —— i +e j+ker(O=ãk. 
dt | + 41º 


š . => n 
(Regra da cadeia.) Sejam t u(i, tElu—> FER ue) funções 
deriváveis, onde / e J são intervalos em R. Suponha que, para todo t œ 7, u (t) œ 
J. Prove que a função 7; dada por H (1) = F (u (1.1 e p é derivável e que 


> => 
dH dF du 
dt du dt 


— 
onde 4 É deve ser calculado em u = u (^). 
du 
Suponh Ki F: FR E E: 
uponha up(0)=cosð i +senð j, ug (0)=-—senB i +cosð j 
= E deriváveis até 22 ord 
r (9 =p() up OO) com =0(Hep=p deriváveis ale a +. ordem num 


intervalo Z. 


lp. d 72 . 
Notação : p = TE j a p= EE, Verifique que 
dt dt dtt | 


d > o 
a) — |u p (0)] = 0 ug (8). 
dt 


=. "ES 
b) —[ug (0)] = —0 up (0). 
dt 
e — => 
c) v = pu, + pOug. 


d) a =[p— p0) ] up +[2p09 + pO] ug. 


15. Seja F : I — Rha derivável em fo € / e seja E (At) o erro que se comete na 
aproximação do acréscimo “F (to + At) — F (to)” por “F" (to) Af”. Prove que E 
(At) tende a y mais rapidamente que At, quando At tende a zero, isto é, que 


E (A) > 
= 0. Prove, ainda, que para todo “<p”, com 
At -= 
— 
> F(to + A) — F(tg)])— a Ar = 
a FF (to). lim EDS + SO E E + 0: 
Ar=0 At 


Observação. A função linear de R em Rr dada por At > F' (to) At denomina-se 
diferencial de F em to; F (to + At) — F (to) = F' (to) At + E (At), onde 


7.6. INTEGRAL 


Sejam F : [a, b] > R” Uma função, P:a=1,<t,<t,...<t_ =be, para cada i, i = 
1, 2, ..., m, seja c; um ponto de [£;- ;, t;]. O vetor 


m — 
Y F (c;¡) At; 


i=1 


denomina-se soma de Riemann de F relativa à partição P e aos pontos ci. 


m — 
Dizemos que Y F (c;) At; tende ao vetor T c R", quando máx Ati > 0, e 


i=l 
escrevemos 
f m —> > 
lim » F(c¡)At¡= L 
máx åt > 0 j=] 


se, para todo e > O dado, existir ô > O que só depende de e, mas não da particular 


escolha dos c;, tal que 


m — —>) 
Y F (c;) At; -L 


i=1 


< e, 


para toda partição P de [a, b] com máx At; < ô. 
O vetor EA que quando existe é único (verifique), denomina-se integral (de 


i er A . . 
Riemann) de F em [a, b] e indica-se por | F (t) dt. Assim, por definição, 


b — ; m — 
F(t)dt= lim 2 F(c;) At; 
a máx Ar, >0¡=1 


Seja F = TA A definida em [a, b]. Deixamos a cargo do leitor verificar 
que F será integrável em [a, b] se e somente se cada componente de F o for; além 
disso, se F for integrável em [a, b], então 

b > (qb b b y 
l) Ema=| | KO dt | BO di. | E at | 
a Led a a j 


Se F for integrável em [a, b] e È uma primitiva de `F em [a, b] teremos 


b —> > — 
F (t) dt = G(b)-— G (a). 


a 


De fato: 


S =F,i=1,2,...,n 


entáo 


=> b b b 
Fa at=[ Aar, | E (0) dt,- | OLA 
a a a 


= (G¡ (b) — G; (a), G, (b) — G, (a), ..., G, (b) — G, (a)) 
— — 
= G (b) — G (a). 


a 


I > — — 
EXEMPLO 1. Calcule | [ti +4j+t k]dt. 
0 


Solução 


L> > > 
f 10 7+a +e kia] 
É: 
2 


EXEMPLO 2. Suponha F contínua em [a, b]. Prove que 


b 
<Í 
a 


b— 
F (tdt 


—s 


F (t) lat. 


a 
Solução 


p ; 
Sendo `F contínua em [a, b], || F || também será; logo, f Il F (t)lldt existe. 
a 


m — bh =» m > b > 
2, F(c)At; — F(y)dtl=|| Y F(c)At;| — F (t)dt 
i=l a ESI a 
assim, de 
m —> b —s 
lim 2 F (c;) At; =Í F (t) dt 
máx At, > 0 j=1 a 
segue 
m —> b —s 
lim >» F(c)At;|= F (t) dt |. 
máx Ar, = 0 |;=1 a 
Temos 
m —> m — 
PA F (c;)At; < Y | F (c¡MAt;. 
1=1 1=1 


Então 


b —s m —> 
F (dt lim 2 FiciAr 
a máx At, 0 [|¡=1 
m 
= lim so il 6 MAL; 
máx At, > 0 ;=1 
b => 
= | I F (t)lldt 
a 
ou seja, 
b — b — 
F (t)dt <| I F (older. n 
a a 
Exercícios 7.6 ==> 
1. Calcule 
o 9 => 
a) [Hi +e yd 
0 
—> l — —> 
b) as 3t à + aa SE k Jdt 
l+t 
— =>- > 
c) f (RS F Jdt 
os => => > > — — — 
2 Sempy=ti+j+ékeG(M=i+j+k Crue 
E => —> ¡ == —> 
a) l (F(DA G (tdt b) (F (t)- G (dt. 
0 0 
3. 


Seja F : [a, b] —> — R” contínua e seja G (ù = f E (s) ds, t E [a, b]. Prove que, para todo t € [a, 
b], 


—> 


dG 
dt 


— 
(t) = F(t). 


Seja F (1) uma força, dependendo do tempo ź, que atua sobre uma partícula entre os instantes £, e t,. Supondo 
F integrável em [tp bo), o vetor 
> bh 
I = F (t) dt 


fi 


denomina-se impulso de F no intervalo de tempo [ż4, t,]. Calcule o impulso de F no intervalo de tempo dado. 


Dada 


— — — 

a) F(=ti + j +1 
— — — 

b) F () = —— i 

rel 


Suponha que F (f) seja a força resultante que atua, no instante £, sobre uma partícula de massa m que se move 
no espaço. Mostre que o impulso de F no intervalo de tempo [1,, £,] é igual à variação da quantidade de 


movimento, Isto é, 


et, > —> => 
| F (t) dt = mv — mw 
fi 
>F > Ad: . . . e É 
onde +», e vI são, respectivamente, as velocidades nos instantes E e A (Sugestão: pela lei de Newton 
— id 
F (= ma (>) 


COMPRIMENTO DE CURVA 


Seja / um intervalo em R. Uma curva y em Rn, definida em 7, é uma função y: I > R 


Uma curva em Rha, definida em /, nada mais é, então, do que uma função de uma 
variável real a valores em Rn. Segue que tudo o que dissemos anteriormente aplica-se 
às curvas. 


EXEMPLO 1. Seja y (t) = (t, arctg £), t € R, uma curva emp” 


a) Desenhe a imagem de y. 
b) Determine uma curva 5. R — R? tal que y 4 ô e Im y = Im ò. 


Solução 
x=t a 

a) y” tER. 
ly = arctg t 


A imagem de y coincide com a gráfico de y = arctg x. 


b) ô (t) = (£, arctg t), t E R. 
= 


Observação. Sejam 4 C Rh e y : I — Rn tais que Im y = 4; é comum referir-se a y como 
uma parametrização do conjunto 4. Assim, toda curva y pode ser olhada como uma 
parametrização de sua imagem. O exemplo anterior mostra-nos que um mesmo conjunto 
pode admitir parametrizações diferentes. 

Nosso objetivo, a seguir, é definir comprimento de curva em Rn. Para motivar tal 
definição, trabalharemos com uma curva em R°. Seja, então, y : [a, b] — R? uma curva 
emp”. Sendo P:a=t0<t¡<t<... < f, = b uma partição qualquer de [a, b], 
indicaremos por L (y, P) o comprimento da poligonal de vértices Po = y (to), Pi = y (ti), 
sd =Y la): 


n 


L(y P= È Nya- yG- 
l = 


Tomando-se, por exemplo, P : a = to < ti <h <t < t4 < t5 = b, L (y, P) será o 
comprimento da poligonal de vértices Po = y (to), Pi = y (ti), ..., Ps = y (ts). 


L(y, P) =W y (tp) — y (Y 1H yit) y ADIA. + y Cts) — y (14) l. 


Suponhamos y = (y1, y2) derivável em [a, b] e seja P : a = to < tı < ... < tn = b uma 
partição qualquer de [a, b]. Temos 


O Iy- Yt- DIS Int) y ti-DP + iyt- yti- 
y 
T= (t; + Y, (t;)) 
Y- =Y (i—1) Y, (£;-—1)) 
Pelo teorema do valor médio, existem y; e t; em] ti_,, £, [ tais que 
Y ()- Y 6 -P= 16) G- h-a) 
Y YY -)= 7 t-t- 
ou seja, 
NU)=NAG-PD= ADA, en» ti- )= YG) At, 


Substituindo em (1) vem: 


y) yo pl= Iv) + IMA)? Ar, 


Daí 


n 


© LyP= E VINEE +P At. 


[= 


Supondo y” contínua em [a, bl, Iy’ (1) 11 = JO (t)? + (yo (t)? será, também, 
contínua em [a, b] e, portanto, integrável neste intervalo: 
n 


b E: E ' E 
Í Iy (OUde= lim SGD + (yh (c)? At; 
a =1 


máx Ar, 50; 


Embora (2) não seja soma de Riemann da função g (t) = || y” (£ |, £ € [a, b], (por quê?) 
é razoável esperar que, para máx At —> 0, L (y, P) tenda a | 1/4 t)ll dt (veja Exercício 
i a 


12). Nada mais natural, então, do que a seguinte definição. 


Definição. Seja y : [a, b] — [Jn uma curva com derivada contínua em [a, b]. Definimos o comprimento L (y) 
da curva y por 


b 
L(y) = Í ly (Dl dt. 
a 


Observação. A definição acima estende-se para uma curva y : [a, b] — R» qualquer, 
com || y' (£) | integrável em [a, b]. 


EXEMPLO 2. Calcule o comprimento da curva y (t) = (cos t, sen £, £), t € [0, 27]. 
Solução 
y (Ð = (—sen t, cost, 1); Il y’ (H Il = (Esen t)? + (cos t)? + 12. 


O comprimento da curva é 
27 2r , À 
| ly’ (II dt = | (2 dt =2m42. 
0 0 


Seja y uma curva em R? dada por 


x= (£) po 
na t E [a, b]. 


De Eye Ly) segue py (01 
a PR e A —Á ” , = 
dt l dt Ñ YU) | 


dt j 


| p) 2 
If dy Ne A e NE ns 
(S +2) e, então, o 
\ dt 
bd? (dX? 3 
5 ly 
(E + A: 
a! 


comprimento de y é: | o. | dt. Se y for uma curva em R dada por 


a dt) \ dt 
[x= y) 
sy= y(t) tE [a,b] 
=ni) 


seu comprimento será: 


E RE. TRN (Aa 
bia aa 
a \\dt, dt dt 


A 


Suponhamos que uma partícula se desloca no espaço de modo que no instante £, t € 
[0, b[, a sua posição seja dada, em forma paramétrica, por x = x(t), y = y(t) e z = z(t), 


com Á De A contínuas. Então, o espaço s = s(t) percorrido pela partícula entre os 


dt dt dt 
instantes O e £ nada mais é do que o comprimento da curva descrita pela partícula entre 


esses instantes, ou seja, 


( dx a 
dt) 


(dy) 


(E dt j 


o Y 


EXEMPLO 3. Uma partícula desloca-se no espaço com equações paramétricas x = 
x(t), y = y(t) e z = z(t). Sabe-se que, para todo t, 


de gb el 
dt dt dt* 
de] _, ] : 
Sabe-se, ainda, que — 2 e que no instante t = O a partícula encontra-se na origem. 


dt li=0 
a) Qual a posição da partícula no instante t? 
b) Qual a velocidade escalar da partícula? 
c) Determine o instante T em que a partícula volta a tocar o plano xy. 
d) Qual o espaço percorrido pela partícula entre os instantes O e 7? 


Solução 
1 à 
a) > y2 >x=w2 t+ k¡;de x=0 para t = 0, kı = 0 e, então, x = y2 t. 
di 
De forma análoga, y = 2 f. 
E = 
EE uam AA = z=-t2+ksttky das condições z = 0 para 
dt? y dt i : É 
t=0e P =2, resulta z = — + 2t. Assim, no instante £ a posição da partícula é 
dt t=0 
| x=1,2 
< y=142 
> 
dl 2, 
b) MM ds j > . ds f i > 
=y4+(—-2t+ 2), ou seja, E 241 + (2-1)". 


dt 


c) F=00-P4=0e1=0out=2 Portanto, T=2. 
d) s(2) = af" vI+(2— t)? dt; fazendo 2-t = tg u, dt = —sec” u du, u = arctg 2 para t = 0 
0 
e u = Q0 para t = 2. Fazendo 0 = arctg 2 


Exercícios 7.7 


0 g 
s(2) =-2f sec? u du = 2f sec? u du. 
6 0 


Integrando por partes, e levando em conta que tg O = 2 e secO =./5, vem 


s(2) = tg sec 0 + Injsec 0+ tgo] =24/5 + In(2 + 45). a 


Calcule o comprimento da curva dada. 

a) y(=(tcost, t sen £), t E [0, 27]. 

b) y (t) =Qt-1,1£+1), 1 € [1,2]. 

c) y (£) = (cos t£, sen t, e71), t E [0, 71]. 

d) y (£) = (e71, cos t, et sen t, ef), t E TO, 1]. 


e) y(0=(4In0,t1€[L el. 


A y :[0, z] — R2 dada por x = 1 — cos t, y = t — sen t. 


(e+e xe [—1,0} (Observação: trata-se da curva y dada por x = 1, 


to | mto | 


(£ + e, comt € [-1, 0) 


Dê exemplos de curvas y e ô tais que Im y = Im ô, mas que seus comprimentos sejam diferentes. 


Sejam y : [a, b] — Rn e ô : [c, d] — [Rn duas curvas com derivadas contínuas. Suponha que exista g : [c, d] 
> [a, b], com derivada contínua e tal que g' (u) > 0 em [c, d]. Suponha, ainda, g (c) = a, g (d) = b e, para 
todo u € [c, d], ô (u) = y (g (u)). Prove: 


a) Imy =Imó 
b) LO) =L(0) 


Observação. Se as curvas ô e y estiverem relacionadas do modo acima descrito, então dizemos que a curva d 
é obtida de y pela mudança de parámetro t= g (u) que conserva a orientação. 


Dizemos que uma curva ô : [a, f] — Rn, com derivada contínua, está parametrizada pelo comprimento de 
arco se || ô' (s) || = 1, para todo s € [a, 8]. Verifique que cada uma das curvas abaixo está parametrizada pelo 
comprimento de arco. Interprete o parámetro s. 


a) ô (s) = (cos s,sens)s=0 


f s so , 
b) ô (s) = | R cos —, R sen — |, s = 0, onde R > 0 é um real fixo. 
N R R) 
PE A 
c) ô (s) = | E z) s=0. 
(5 45 


Seja y : [a, b] — [Wn, com derivada contínua, e tal que || y' (2) || 4 0 em [a, b]. Seja s : [a, b] — Ẹ dada por 


t 
s (1) = Í y (a)! du. 


1 


a) Verifique que a função s = s (f) é inversível e seja t = t (s) sua inversa. 


b) Verifique que a curva à : [0, L] — [Rn (L é o comprimento de y) dada por 


ô (s) =y (t (s)) 


está parametrizada pelo comprimento de arco. Dizemos que ô é a reparametrização de y pelo 
comprimento de arco. 


Reparametrize pelo comprimento de arco a curva y dada. 

a) y(D)=(0+1,3t— 1),t>0. 

b)y()=(2cost,2sent,t>0. 

c) y (£) = (cos t, sent, f), t > 0. 

d) y (À = (et cos t, et sen £), t > 0. 

Seja y : Z — [R2 uma curva derivável até a 2.º ordem, a ly (1) | £ O no intervalo /. Seja 


t (t) 
s= ji ly (u)ll du, t € 7, com t fixo em /. Sejam, ainda, T (1) = JE, o versor de y' (6) e F (5), 


lo o lly’ (0) 
dada por f (s) = T (À, onde t = t (s). Mostre que 


E: > 
dT y" (DÐ IYN — y) Y” y) 
a— )=——————— E. 
dt ly (ÐI 
—» 
lt "DIYDI — y OAO y ( 
b) : (s)= oc t=t(5. 
ds ly" (t) 
dt ldt dt y My o? — GO) y? 
c) O Ds = DDD > >>>», 
ds | ds ds ly” (l> 


onde t = t (s). 
— 


Observação. O número k (s) = (s) || denomina-se curvatura da curva y no ponto y (1), t = t (s). 


ds 


Se k (s) £ 0, o número p (s5) = ; é o raio de curvatura de y em y (f), t = t (s). A motivação 
ce(s) 

geométrica para tal definição é a seguinte: para As suficientemente pequeno o trecho PQ (de comprimento 

As) da curva y pode ser olhado como um arco de circunferência de centro O e raio p (s) 


(aproximadamente). Sendo AO (radianos) o ângulo entre os vetores pi (s)e pi (s + As), segue que AO será, 
então, a medida do ângulo POQ. 


T (s + As) 


— — 
Ag=Ilt (s+As)— t (s)ll. 


Temos: 


— — 
| t (s + As)— t(s) 
p(s) Ás | 


IN 


Às = p(s)ÃO ou 


8. Calcule a curvatura e o raio de curvatura da curva y (1) = (R cos t, R sen £) (R > 0 fixo). 

9. Seja y : I — [N2 parametrizada pelo comprimento de arco (isto é: || y” (s) || = 1 para todo s € 7). 
a) Verifique que, para todo s € 7, k (s) =|| y” (s) ||, onde k (s) é a curvatura em (s). 
b) Prove que se k (s) = 0, para todo s, entáo y é uma reta. 


10. Uma partícula move-se no plano de modo que no instante t sua posição seja y (f). Suponha que, para todo +, 
— 


v (1) 


=> o > — 
lv (QUH0(v =y (Me PT (1)= onde y (1) =|| v (e) 11 Prove que 


v(t) 


a) Es 
T e dT so ortogonais. 
dt 
b) > dv > v? > =. IT . 
a = — T+ — n,onde é versor de £ = p (f) O Taio de curvatura de yem y(£). 


Seja y : [a, b] — [R2 uma curva com derivada contínua e com componentes y1 e y2 (y = (y1, y2)). Seja P : a = 


11. 
to <t <<... < tn =b uma partição qualquer de [a, b]. 


ha 


a) Prove que quaisquer que sejam fi, ti El tio pt; |G = 1,2, ..., n) tem-se: 


n o A E Saon n la Hi | 
2 vin GDP + yo Gr Ati 2 Jn) + yo) Ar, |< 


i=1 i=l 


n o = A 
< Y Iy2(t¡)- y2 (t¡)!1 At. 


iSi 


Sugestão: utilize a desigualdade 


| 2 >) [o 9 
lja- + bé — ya? +c* I=lb=el. 


q 
b) Sejam ci e c; os pontos de mínimo e de máximo, respectivamente, de yo em [ti _ 3 td. Prove que 
n , = , — n , == n , era 
2 ly2 (ti) — yo (t;)1At¡ E 2 y, (ci) At; — 2 ya (c;) At; 
i=1 i=l 1=1 
c) Prove que 


n oma n=, b 
lim $ yEy (t;)]º + [Y2 (t;)]º At; =Í yo Il dt. 


máx At, > 0 ;=1 a 


n , = n dra b P i 
Sugestão : lim > y (c) At, = lim Y yo(c;)) At, = Í yo (t) dt. 
máx Ar, +0¡=1 máx dt; > 0;=| a 
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FUNÇÕES DE VÁRIAS VARIÁVEIS REAIS A 
VALORES REAIS 


A maioria das relações que ocorrem na física, economia e, de modo geral, na 
natureza é traduzida por funções de duas, três e mais variáveis reais; daí a 
conveniência de um estudo detalhado de tais funções. 

Neste capítulo e nos seguintes daremos ênfase ao estudo das funções reais de duas 
variáveis reais, e o leitor não terá dificuldade em generalizar os resultados para 
funções de mais de duas variáveis, já que não há diferenças importantes. 


8.1. FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS REAIS A VALORES 
REAIS 


Uma função de duas variáveis reais a valores reais é uma função f : A — R, onde 4 
é um subconjunto de R. Uma tal função associa, a cada par (x, y) € 4, um único 
número f (x, y) € R. O conjunto 4 é o domínio de fe será indicado por Ds. O conjunto 


Imf= if & y) ER | y) € Dj 


é a imagem de f. As palavras aplicação e transformação são sinónimas de função. 


f transforma o par (x, y) no número f (x, y). 

Por simplificação, deixaremos, muitas vezes, de especificar o domínio, ficando 
implícito, então, que se trata do “maior” subconjunto do R? para o qual faz sentido a 
regra em questão. 


EXEMPLO 1. Seja f a função de duas variáveis reais a valores reais dada por 


ETA 
f(x y) = ——. O domínio de f é o conjunto de todos os pares (x, y) de números 
Xx — y 


reais, com x £ y, isto é: D;= f(x,y) E€ R? |x 4y}. Esta função transforma o par (x, y) no 
x+y 


número real 
x— y 


EXEMPLO 2. Seja f a função do exemplo anterior. Calcule 


a) f (2, 3) 
b)f(a+b,a-—b) 
Solução 

FEZ 
af) = -s 


. a+b+a-—b a 
b)ìf(a + b,a — db) = ———————————— = —. a 
i atb-(a-b) b 


EXEMPLO 3. Represente graficamente o domínio da função f dada por 
fx, y) = Aly qt Ji nd 
Solução 


O domínio de f é o conjunto de todos os pares (x,y), comy —x>0e 1 -y > 0: D;= 
(Go y) ER |yZxey<1). 


EXEMPLO 4. Seja f a função dada por 
(x, y) oo z onde z = 5x?y — 3x. 
O valor de fem (x, y) é z =f (x, y) = 5x°y — 3x. Na equação acima, x e y estão sendo 


vistas como variáveis independentes e z como variável dependente. Observe que o 
domínio de fé o R. 


E 
EXEMPLO 5. Represente graficamente o domínio da função w =f (u, v) dada por 
+ +wW=1,w>0. 
Solução 
2 2 2 ” | ) 2 
uU+v+w=1.w>0=> w=wyl-u“*—v*. 
Assim, f é a função dada por f(u, v) = 4/1 — u? — y? . Seu domínio é o conjunto de 


todos (u, v), com 1 —=u?—v?>0. 
l-u4-v>0=84+vw<l. 


O domínio de f é o círculo de raio 1 e centro na origem. 


EXEMPLO 6. Represente graficamente o domínio da função z = f (x, y) dada por 


| P) 
Ea pd: 


Solução 


D=t(x)ER|y-xX>0hy-x>200y>x. 


P = (x, y) pertence a O = (x, y) náo pertence a A regiáo hachurada representa 
Df, pois y > Xx”. Df, pois y < x. o domínio de f. E 


EXEMPLO 7. (Função polinomial.) Uma função polinomial de duas variáveis reais a 
valores reais é uma função f : R — R dada por 
mn 


f(x y) = à GR) 
m+n=p 


onde p é um natural fixo e os amn São números reais dados; a soma é estendida a todas 
as soluções (m, n), m e n naturais, da inequação m +n <p. 

s 3 » Fm a ~ . . 
a) f(x, y) = 3x y” — q Y + «/2 é uma função polinomial. 


b) f (x, y) = ax + by E c, onde a, b, c são reais dados, é uma função polinomial; tal 


função denomina-se função afim. 


EXEMPLO 8. (Função linear.) Toda função f : R — R dada por 


fœ y) = ax + by 


onde a, b são reais dados, denomina-se função linear. Toda função linear é uma função 
afim. 
E 


EXEMPLO 9. (Função racional.) Toda função f dada por 


p(x, y) 


(x,y) = 
di q(x, y) 


onde p e q são funções polinomiais, denomina-se função racional. O domínio de fé o 
conjunto D;= ((x, y) € R? | q (x, y) £ 0). 


TY i a a 2 
a) f(x, y) = — é uma função racional. Seu domínio é: D =((x,y) ER |x% y). 
x— y f 
> 
+ —Ayvy = . 2 
b) g (x,y) = — é uma função racional; D =p. 
xy” g 


EXEMPLO 10. (Função homogênea.) Uma função f : A —> R, 4 C Rê, denomina-se 
função homogênea de grau À se 


f(x, ty) =6.f(% y) 


para todo t > 0 e para todo (x, y) € A tais que (tx, ty) € A. 
a) f(x, y) = 3x* + 5xy + y? é homogénea de grau 2. De fato, 


f (tx, ty) =3 (10) +5 (tx) (ty) + (ty =P (Qu + 5xy + y”) 
ou seja, 


Ft ty) =f f y). 


i xe) é 8 = 
b) fæ y= — é homogênea de grau — 1. 
> ls de 
De fato, 
x 
txe Y 


FO, y)= 3 


+ er. 
t“ (xº + y?) i ` 


c) f(x, y) = 2x +y + 5 não é homogénea. (Por quê?) 


Exercícios 8.1 


1. Seja f (x, y) = 3x + 2y. Calcule 


arfa, ~g b) f(a, x) 
FEFE- TAN PE VE TEN 
Y ——————— dy) ———_—_—_ 
h k 
o cas e RR 
2. Seja Í(X, y) = er 


a) Determine o domínio. 
b) Calcule f (Qu + v, v — u). 


3. Represente graficamente o domínio da função z =f (x, y) dada por 


> i ia 
a)x+y-l+z7 =0,720 bfx y) = => Em 
> E ae 
2 f : 9 J 
ZENY ERS + 2x— y d)z = In (2x* + y“ — 1) 
” 2 2 | 
di+4=xX+y,72>0 f) z=4lxl— Iyl 
7. 2 " x— y 
gi +y+Z=1,2=<0 h) z= ; 


sen x — sen y 
4. Seja f : R2 — R uma função linear. Sabendo que f (1, 0) = 2 e f (0, 1) =3, calcule f (x, y). 


5. Verifique se a função é homogênea. Em caso afirmativo, determine o grau de homogeneidade. 


3 2) 
E x? + 2xy* i i 
DEN = 5037 b) f(xy) = yx + y? 
=" 
i sia 4 ] 2 
Of y) =S y +x +3 Df y) = GS 


x? + y? 


6. Suponha que f : R2 — R seja homogênea do grau 2 e f (a, b) =a para todo (a, b), com a? + b2 = 1. Calcule 
a) f (443, 4) 
b) f (0, 3) 
c) f œ y), Œ y) + (0,0) 


7. Seja f : R2 — R homogénea e suponha que f (a, b) = 0 para todo (a, b), com a2 + b2 = 1. Mostre que f (x, y) 
= () para todo (x, y) + (0, 0). 


8. Seja g : [0, 27[ — [R uma função dada. Prove que existe uma única função f : R2 — R, homogênea de grau À 
+ 0, tal que, para todo a € [0,27 [, f (cos a, sen a) = g (a). (Observação: o Exercício 8 nos diz que uma 
função homogênea fica completamente determinada quando se conhecem os valores que ela assume sobre os 
pontos de uma circunferência de centro na origem.) 


8.2. GRÁFICO E CURVAS DE NÍVEL 


Seja z =f (x, y), (x, y) E A, uma função real de duas variáveis reais. O conjunto 


G= {x y, z) E R |z 5f (5 y), (4,7) € 4) 


denomina-se gráfico de f. 

Munindo-se o espaço de um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, o 
gráfico de f pode então ser pensado como o lugar geométrico descrito pelo ponto (x, y, 
f(x, y)), quando (x, y) percorre o domínio de f. 


e IATA 7 (x, y, Ax, y)) 


A 


A representação geométrica do gráfico de uma função de duas variáveis não é 
tarefa fácil. Em vista disso, quando se pretende ter uma visão geométrica da função, 
lança-se mão de suas curvas de nível, cuja representação geométrica é sempre mais 
facil de ser obtida do que o gráfico da função. 

Sejam z =f (x, y) uma função e c € Im f. O conjunto de todos os pontos (x, y) de D; 
tais que f (x, y) c denomina-se curva de nível de f correspondente ao nível z = c. 


Assim, f é constante sobre cada curva de nível. 


O gráfico de f é um subconjunto do R. Uma curva de nível é um subconjunto do 
domínio de f, portanto, do R. 


EXEMPLO 1. O gráfico da função constante f (x, y) = k é um plano paralelo ao plano 
xy. 


X 


EXEMPLO 2. O gráfico da função linear dada por z = 2x + y é um plano passando 
pela origem e normal ao vetor | = (2, 1, 1): 
z=Ix+tye2x+ty-z=06(2,1,-1D-[(x,7y2)—(0,0,0)] = 0. 


Tal plano é determinado pelas retas 


Observe que | pa E 


; . = 0 
é uma reta situada no plano yz, enquanto y > 


E está situada no plano xz. 


EXEMPLO 3. O gráfico da função afim f dada por z = ax + by + c é um plano normal 
ao vetor , = (a, b, — 1). Tal plano é determinado pelas retas 


Í x=0 Jy=0 
Es - Iz=ax+c. 


EXEMPLO 4. Desenhe as curvas de nível de f(x, y) =x? + y’. 
Solução 


Observamos, inicialmente, que a imagem de fé o conjunto de todos os reais z > 0. 
Seja, então, c > 0. A curva de nível correspondente a z = c é 


fy) =couxŻ +y =c. 
Assim, as curvas de nível (c > 0) são circunferências concêntricas de centro na origem. 


Sobre cada curva de nível x? + y? = c a função assume sempre o mesmo valor c. A 
curva de nível correspondente a c = 0 é o ponto (0, 0). 


EXEMPLO 5. Esboce o gráfico de f(x, y) =x” + y”. 


Solução 


f 


A interseção do gráfico de f com o plano x = 0 é a parábola i e A localizada no 
Z= y” 


plano yz. Por outro lado, a intersegáo do gráfico de f com o plano z=c (c>0)éa 


a. [7=€ 
circunferência 2.27 de centro no eixo z e localizada no plano z = c. Assim, o 
x +y =c 


gráfico de f é obtido girando, em torno do eixo z, a parábola l o A (Por quê?) 


O gráfico de f é um paraboloide de rotação. Observe que a curva de nível f (x, y) = c 
nada mais é que a projeção no plano xy da interseção do gráfico de f com o plano z =c. 
E 


+27 (4>0eb>0) é uma 
e 


> 


de 


Observação. O gráfico da função dada por z = 


superficie denominada paraboloide elíptico. Se a = b, temos o paraboloide de 
rotação. 


; ] 
EXEMPLO 6. Seja fa função dada por z = — TÁ 
É im > 
a) Determine o domínio e a imagem. 
b) Desenhe as curvas de nível. 
c) Esboce o gráfico. 


Solução 


a) D;= {(x, y) E€ R? | (o y) + (0, 0)} e Im f= {z ER k > 0}. 
b) A curva de nível correspondente a z =c (c >0)é 


- N A. 
TT ns =c oux +y =-. 
à ia E 


As curvas de nível sáo entáo circunferéncias concéntricas de centro na origem. Quando 
c tende a +00, o raio tende a zero. Por outro lado, quando c tende a zero, o raio tende a 
+00, 


x=0 
c) O plano x = 0 intercepta o gráfico de f segundo a curva 1 .Paracadac>0,0 


z > 


plano z = c intercepta o gráfico de f segundo a circunferência : 1.0 gráfico 
= 


E 


| x=0 

de f é obtido, então, girando em torno do eixo z, a curva į „ _ ds: 
é 2 

a 


m 


EXEMPLO 7. Considere a função f dada por z = = 
b ian 


a) Determine o domínio e a imagem. 
b) Desenhe as curvas de nível. 


Solução 


a) O domínio é o conjunto de todos (x, y), comx £ 1. De f (2, y) =y, para todo y, segue 
que a imagem de f é R. Assim 


D; = [(x, y) € R?Ix#1} e Imf= R. 
b) Para cada c real, a curva de nível correspondente a z = c é 


C = 


ou y=c(x— l) #1). 

= 

Cada curva de nível de fé então uma reta que passa pelo ponto (1, 0) e “furada” neste 
ponto. Como é o gráfico de f? (Sugestão: pegue cada curva de nível de f e coloque-a 
na altura z = c respectiva.) 


Sejam z = f(x, y) uma função e 4 um subconjunto de Ds. Seja (xo, Yo) € A. Dizemos 
que f (xo, yo) € o valor máximo (resp. valor mínimo) de fem 4 se para todo (x, y) € A 


S Œœ, y) Sf (o, yo) (resp. f x, y) 2 f (xo, Yo)). 
Diremos, então, que (xo, yo) é um ponto de máximo de f em A (resp. ponto de minimo). 
EXEMPLO 8. Sejam f (x, y) = 2x + y e A o conjunto de todos (x, y) tais que x? + y? = 
1. Raciocinando geometricamente, determine, caso existam, os valores máximo e 
mínimo de fem 4. 


Solução 


Para cada c real, a curva de nível de f correspondente a z = c é a reta 


O c=2x+ y. 


-t- C MÁX 


c decresce 


e 


Indicando por Cmáx O valor máximo de fem 4, a reta (1) para z = cmix deve ser tangente à 
circunferência. (Por quê?) Da mesma forma, para z = Cin a reta (1) deve ser tangente à 


circunferência. Vamos então determinar c para que a reta (1) seja tangente à 
circunferência. Devemos determinar c de modo que o sistema 


to 
s 


[x 
[2x + 
tenha solução única. Substituindo y = c — 2x em x” + y? = 1 obtemos 
+(c-2xY=1 005 -4x+c-1=0. 
Para que o sistema tenha solução única, o discriminante deve ser igual a zero: 
16c? -20 (c?-1)=0 


ou seja, 


n] 


C= Ey 


Assim, 5 é o valor máximo de f em 4 e —,/5 o valor mínimo. Vamos, agora, 
determinar os pontos de máximo e de mínimo. O ponto de máximo é o ponto em que a 


reta 2x + y = ./5 tangencia a circunferência. Tal ponto é a solução do sistema 


Jax + y 
|x— 2y 


Il 
= Ra 


onde x — 2y = 0 é a reta que passa pela origem e é perpendicular a 2x + y = 4/5. O 
245 45 


g i5 


ponto de máximo é: | ) Deixamos a seu cargo verificar que 
APN bo ao 
lN lo] V 2 r Fa 
— —— jé o ponto de mínimo. 


5 5 
O próximo exemplo será utilizado posteriormente. 


A m2 


EXEMPLO 9. Seja f(x, y) = EFE (x, y) # (0,0). 
A- y 


a) Desenhe as curvas de nível de f. 
b) Determine a imagem de f. 


Solucáo 

2 xy? 
a) Se c =0, =3—3=05:x=00uy=0. 

AAA 
Para c 0, 
2xy? ) ) 4 ) ) 4 
=c Sl =c + cy sa ly + ey =0. 
r? + yt 


2yr y4y* — 4c2y4 ax 1 — Co, zT 
x= ——— = y“. (1 sc < 1l,c +0). 
2c c 


De passagem, observamos que a imagem de f é o intervalo [— 1, 1]. (Por quê?) O valor 


máximo de fé 1 e é atingido em todos os pontos, diferentes de (0, 0), da parábola x = 
y” (c = 1). A curva de nível correspondente a c + 0, - 1 < c < 1, é constituída de todos 
os pontos (x, y) £ (0, 0) que pertencem ou a 


[ 4 
l + yl ENS 4 


x= ———— y“ 


oua 


c>0(0<c<1) l-vV1-c 


Observe que, à medida que c vai se aproximando de zero, a parábola de “fora”, 
l T A l z c? 


| ” 
A il y2, vai “abrindo” cada vez mais, enquanto y — y2 val 


A = 


C C 

“fechando” cada vez mais. O valor mínimo de fé — 1 e é atingido em todos os pontos, 
diferentes de (0, 0), da parábola x = —y?. Para ajudá-lo a visualizar o gráfico, vamos 
estudar, com auxílio das curvas de nível, a variação de f sobre a reta x = 1; o que 
vamos fazer, então, é estudar a variação de f (1, y) quando y varia em R: quando y 
varia de — 1 a 0, f (1, y) decresce, passando do valor 1 em (1, — 1) para o valor O em 
(1, 0); quando y varia de O a 1, f (1, y) cresce, passando do valor O em (1, 0) para o 
valor 1 em(1, 1); f (1, y) é crescente em ]- œ, — 1] e decrescente em [1, + oo[. Observe 
que f (1, y) tende a zero para y > + œ ou y > —00, 


A próxima figura mostra a interseção do gráfico de f com o plano x = 1. Sugerimos 
ao leitor desenhar a interseção do gráfico de f com o plano x = xo, onde xo £ O é um real 
qualquer. 


Deu para ter uma ideia do gráfico de f? Desafio: tente desenhar ou fazer uma maquete 
do gráfico. 


b)Imf=[-1, 1]. 


Para finalizar, observamos que a denominação curva de nível varia de acordo com 

o que a função f representa. Por exemplo: se f é uma distribuição de temperatura plana, 

(f (x, y) é a temperatura no ponto (x, y)) as curvas de nível denominam-se isotermas 

(pontos de mesma temperatura); se f é a energia potencial de um certo campo de forças 
bidimensional, as curvas de nível denominam-se curvas equipotenciais etc. 

E 


Exercícios 8.2 


1. Desenhe as curvas de nível e esboce o gráfico. 


a) f(x, y)=1-x2- y? 
b) f (x, y)=x+3y 

c) z= 4x2 + y2 

df y)= 1452432 


e)z=x+y+1 

Y g(x, y) = 1 -x — y? 

2) f(x, y)=x2,-1<x<0ey>0 
hfay=1-12x>0y>0ex+y<1 


h)z=(x-y?x>0ey>20 
[I z= f(x, y), dada por x2 + 4y2+22=1,z>0 


| 


a f y) = — A+ y <l 


PL x y? 
n) z = arctg (x2 + y2) 
0) f œ,y)=x, x20 
P)z=1— Jx? +y?, + y < 1 
Nf(,y)=senx,0<x<x,y>0 
r) f(x, y)=xy,0<x<1,0<y<1l 
Desenhe as curvas de nível e determine a imagem: 
a) f(x,y) =x= 2y 


b) r A y 
a 


e 


c) f(x, y) = 
x+y 
d) 7= a 
ye 


e) z=xy 

N) fx, y) =x2- y? 
g) z= 4x2 + y? 

h) z= 3x2 — 4xy + y2 
1) a 


=- ai 
xo + y” 


& 


XV 


eE 
x? + y? 


Desenhe as curvas de nível e esboce o gráfico da função 


foy aD Hy + a— Hy. 


Determine, caso existam, os valores máximo e mínimo de f em 4; determine, também, os pontos em que estes 
valores são atingidos. 
Era 2 2 > 2 
fa y =(1— 1 +(y-1)"+3e4=R”. 
a 9 
b)f (x, y) =xye A =R”. 


` > 
Of y) = xe A = {(x, y) ER Ix=z0ey=0). 


— e Á = ((x y) € R? I (x, y) Æ (0, 0)}. 


” 


x Evo 


df (x, y) 


. ) ) | md 
dfx y= +y eA = {x,y E R Ix+2y= 1}. 


(Sugestão: observe que g (y) = f (1 — 2y, y), y E R, fornece os valores de f sobre a reta 
x+2y=1,) 


DT = Z= yx? + y eA= R2. 
E > > > 
Bf y =xyeA = [x y) E R l4 + y” =1,y=>=0). 


Raciocinando geometricamente, determine, caso existam, os valores máximo e mínimo de f em 4, bem como 
os pontos em que estes valores sáo atingidos. 
a) f (x, y) =2x +y +3 e 4 o conjunto de todo (x, y) tais quex>0,y>0ex+y<2, 


b)f(x,y)=x+y e A o conjunto de todos (x, y) tais que x>0,y>0,x+2y<7,2x+y<5ey=>x-=l. 


E y 
c) Jx y) = i 0 e A o conjunto de todos (x, y) tais que =1<x<0e1<y<2, 
* — 


E y 
d) Jx y) = — e Á o círculo = aqi s 1. 
MAS 


Um ponto P descreve uma curva sobre a superfície z = xy de modo que a sua projegáo O sobre o plano xy 


descreve a curva x = 5 — t, y = Ê + 3 e z = 0. Determine as alturas máxima e mínima (em relação ao plano xy) 
quando ź percorre o intervalo [0, 4]. 


Um ponto P descreve uma curva sobre o gráfico da função f (x, y) = x2 + y2 de modo que a sua projeção Q 
sobre o plano xy descreve a reta x + y = 1. Determine o ponto da curva que se encontra mais próximo do 
plano xy. (Desenhe a trajetória descrita por P.) 


” 


xo 
Seja f(x, y) = ————. Desenhe a imagem da curva y (1) = (x (2), y (0), z (£)) onde x = R cos t, y = R sen 
¿2 y? 
tez=f (x (0), y (Ð) (R > 0). Como é o gráfico de f? 


9. x? 


Mesmo exercício que o anterior para a função f(x, y) = — 


10. Sejam f(x, y) =xy e y (£) = (at, bt, f (at, bt)). Desenhe a imagem de y sendo 
a)a=0eb=1. 
b)a=leb=1. 
c)a=1leb=0. 
da=-=1leb=1. 
11. Como é o gráfico de f(x, y) = xy? 


12. Suponha que T (x, y) = 4x2 + 9y2 represente uma distribuição de temperatura no plano xy: T (x, y) é a 
temperatura, que podemos supor em °C, no ponto (x, y). 


a) Desenhe a isoterma correspondente à temperatura de 36°C. 
b) Determine o ponto de mais baixa temperatura da reta x +y = 1. 
13. Suponha que T (x, y) = 2x + y (ºC) represente uma distribuição de temperatura no plano xy. 


a) Desenhe as isotermas correspondentes às temperaturas: 0°C, 3°C e — 1°C. 


b) Raciocinando geometricamente, determine os pontos de mais alta e mais baixa temperatura do círculo x2 + 
2<4 
y2<4, 


14. Duas curvas de nível podem interceptar-se? Justifique. 


8.3. FUNÇÕES DE TRÉS VARIÁVEIS REAIS A VALORES 
REAIS. SUPERFÍCIES DE NÍVEL 


Uma função de três variáveis reais a valores reais, definida em 4 C R’, é uma 
função que associa, a cada terna ordenada (x, y, z) € 4, um único número real w =f (x, 
y, Z). O gráfico de tal função é o conjunto 


G = [(%, y, z w) € RtIw = f(x, y, 2), (x y, 2) E A}. 


O gráfico de f é então um subconjunto do Rf, não nos sendo possível, portanto, 
representálo geometricamente. Para se ter uma visão geométrica de tal função, 
podemos nos valer de suas superficies de nível. Seja c E Im f o conjunto de todos os 
pontos (x, y, z) E A tais que f (x, y, z) = c denomina-se superficie de nivel 
correspondente ao nível w =c. 


EXEMPLO 1. Seja f (x, y, z) = y. Para cada real c, a superficie de nível 
correspondente a w = c é o plano y =c. 


EXEMPLO 2. As superfícies de nível de f (x, y, z) = x? + y? + 2? são superfícies 
esféricas de centro na origem 


x +y+7=c, 


A superficie de nível correspondente a c O é o ponto (0, 0, 0). 


Exercícios 8.3 


l. 


Represente geometricamente o domínio da função dada. 


fía y = y1— x? —- y? — 2 bjf y 2= yrz 


c) fyz) = -l—-x—y-2,x>0,y>0e2>0 


dw= „j1 —lixl— Iyl — izl e) f(x, y y = In d+ y +22) 


Desenhe a superfície de nível correspondente ac=1. 
a) f (x, y, 2) =x 

b) f( y, 2)=2 

)f(y2=+y 

df y, z) =x +4y +2 


3. Duas superficies de nível de uma função f podem interceptar-se? Justifique. 
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LIMITE E CONTINUIDADE 


9.1. LIMITE 


Esta seção é quase uma reprodução dos tópicos abordados no Cap. 3 sobre limite 
de funções de uma variável real, razão pela qual a maioria dos resultados será 
enunciada em forma de exercícios. 


Definição. Sejam f : 4 C [92 > R uma função, (xo, yo) um ponto de acumulação de 4 e L um número real. 
Definimos 


Para todo € > 0, existe ô > O tal que, para todo 
lim f(x, y) =L e 1(x, y € Df, 
tx, y) => Lo, Yo) lo < Il(x, y) — (xo, YW)I< 8 => f(x, y)— Ll< e€ 


dl A 


F(x, y) =L significa: dado e > 0, existe ô > 0 tal que f (x, y) permanece 


lim 
(x, y) > (Xo, Yo) 


em ]L — e, L + el quando (x, y), (x, y) £ (xo, Yo), varia na bola aberta de centro (xo, Yo) e 
raio ô. 


Observação. De agora em diante, sempre que falarmos que f tem limite em (xo, yo), 
fica implícito que (xo, Yo) é ponto de acumulação de Dx 


EXEMPLO 1. Se f(x, y) = k é uma função constante, então, para todo (xo, yo) emp”, 


lim k = k. 


CA 
Solução 
f(x,y) —k|=|k—k|0; assim, dado e > 0 e tomando-se um ô> 0 qualquer, 
0 < || œŒ y) = (xo, yo) |< 8> |f œ y)=k]<e. 


Logo, 


lim f(x,y) = lim ESE 
(x, y) > (Xo, Yo) (x, y) > (xo. Yo) 


EXEMPLO 2. Se f(x, y) = x, para todo (xo, yo) € Rº, 


lim f(x, y) = lim X= Xo. 
(x, y) > (Xo, Yo) (x, y) > (Xos Yo) 


Solução 
Para todo (x, y) em Rô, |x — xo | < || (x, y) — (xo, yo) ||. (Verifique.) 
Então, dado e > O e tomando-se ô = e vem: 
0 < || (o y) = (xo, yo) |< ò > |x -= xo |< € 
ou seja, 
0 < || y) — (x, yo) |< ô = |f Œ, y) = xo |< €. 


Logo, 


lim X = Xp. 
(x, y) — (Xos Yo) 


EXEMPLO 3. f(x, y) = 2 
A é cdo al 


to) N 


tem limite em (0, 0)? Justifique. 


Solução 


Inicialmente, vejamos como se comportam os valores f (x, y) para (x, y) próximo de 
(0, 0). Sobre o eixo x temos: f(x, 0) = 1, x #0. Sobre o eixo y, f (0, y) == 1,y%0. 


O estudo anterior nos mostra que não existe número L tal que f (x, y) permaneça 
próximo de L para (x, y) próximo de (0, 0); este fato indica-nos que f não deve ter 
limite em (0, 0) e não tem mesmo, pois, qualquer que seja L, tomando-se e = E tem-se: 


- 


seL<O,|f(x, 0) — L |> + para todo x £ 0; 
se L> 0, If (0, y) -L |>— para todo y £0. 


Assim, para todo real L, a afirmação 
“Y e > 0, 3 8 > 0, (x, y) E Df, 0 < II (x y) — (0, 0I < 8s If &, y) -LI < e 


é falsa. 
E 


Quando tivermos que provar que determinados limites não existem, o próximo 
exemplo poderá nos ajudar. 


EXEMPLO 4. Suponha que de RR pi FU, y) = L Seja y uma curva em Rê, 


contínua em fo, com y (to) = (xo, Yo) e, para t £ to, y (t) £ (xo, yo) com y (t) € D; Prove 
que 


lim f(y(t)) = L. 


t => to 


Solução 


De lim f(x, y) = L segue que dado e > 0, existe 9, >0 tal que 


(x, y) 5 (Xos Yo) 
D 0 < 11 (x y) — Xo yo ll < 81 >If (%, y)-LI< e. 
Sendo y contínua em to, para todo à; > O acima, existe ô> O tal que 


[f= to | <ó6= Il y (1) — Y (to) I| < ôl 
e, portanto, tendo em vista y (t) £ (xo, yo) para t + to, 


D 0 < | Eo to | < ô> 0 < | y (1) > (Xo Yo) II == ô}. 


De (1) e (2) segue 


ou seja, 


lim f(y(t))= L. a 
t>to 


Observação. Sejam y, e y, duas curvas nas condições do Exemplo 4. Segue do 
exemplo anterior que se ocorrer 


©) lim fly(t)=L e lim fiy (1) = L 


t>to t>t 


lim 


comi # L, então, a y) FX, Y) não existirá. Da mesma forma, tal limite não 
x, y) Xo» Yo 


existirá se um dos limites em (3) não existir. 


Vejamos como provar que lim E Saad a náo existe (Exemplo 3) utilizando a 
(x, y)— (0,0) x4 + y? 
ny — y2 
observação acima. Sejam y (1) =(t, 0) e y (1) =(0, £. Seja f(x, y) = AT Temos 
1 2 rn +y* 


da 


A s , t 
lim f(y (t) = lim >-=1 
t=>0 t> 0 


da 


a , , f 
lim f(y2(t) = lim — = -1. 
t=>0 1>0 


2 És 


X YE ooo 
Logo, lim ———= não existe. 


(x, y) > (0, 0) Xº + y” 


Observamos que continuam válidas para funções de duas variáveis reais a valores 
reais as seguintes propriedades dos limites cujas demonstrações são exatamente iguais 
às que fizemos para funções de uma variável real (reveja o Cap. 3 do Vol. 1). 


1. (Teorema do confronto.) Se f (x, y) < g (x, y) < A (x, y) para 0 < || œ, y) — (xo, 
Yo) || <r e se 


lim f(x, y)=L= lim h(x, y) 
(x, y) > (xo, Yo) (x, y) > (xo, Yo) 


entáo 


lim g(x, y) = L. 


(x, y) > (Xos Yo) 


2. nt! PY e so lg (y) 15M para 0< [1,9 — (py 151, 


(x, y) > (Xo, Yo) 
onde r > 0 e M > 0 são reais fixos, então 


Fa limitada 
lim SE y):g(x y). =0 
(x, y) > (Xo. Yo) e 


lim f(x, y=0S lim IfF(x, y 1=0 
` (x, y) > (Xos Yo) (x, y) — (Xo. Yo) 


4 lim f(x, y) = L& lim [F(x, y) — L]=0. 


"(x y) > (Xo, Yo) (x, y) > (Xos Yo) 
lim f(x, y =Le lim fixo +h, yo + k)= L. 
` (x, y) => (xo, Yo) (h, k) > (0,0) ` 
6. Se lim f(x, y) =L e lim g(x, y) = Lo, então, 


` (x, y) > (Xo, Yo) (x, y) > (Xo, Yo) 


a) lim Lf y) tga y] L + DL. 


(x, y) — (Xo, Yo) 


b) lim kf (x, y) = kL. (k constante) 
(x, y) > (Xo, Yo) 


€) lim fœ y) e (x y) = LL. 


(x, y) > (Xo, Yo) 


d) lim fœ» 


(x,y) > (xoy) E(X,YY) LD 


, desde que L + 0. 


7. (Conservação do sinal.) Se lim MXW)=LI>o, então existirá ô> 0, 
Xx, Y) > (Xos Yo) 


tal que, para todo (x, y) € Dy, 
O<Il(x,y) — (o yo) Il < 8 >f (x, y) > 0. 


X 3 


EXEMPLO 5. Calcule, caso exista, lim e, 
(x,y) > (0,0) 1% + y? 


Solucáo 
x? x? 
EX =x f F 
e e F a ds E 
x2 
lim x=0e | | = 1, para todo (x, y) + (0, 0). Assim, 
(x, y) = (0, 0) do e 


0 li m itada 
x3 E 
lim a lim PA 0. 
(x, y)—> (0,0) xº + y” (1,y)>(0,0)" 114 + y“ 


y. 
Xx” 


EXEMPLO 6. Calcule, caso exista, lim > 
(x, y) > (0,0) x4 + y” 


Solução 


Seja f(x, y) = Ae a e tomemos y (1) =(0,t)e y (1) = (t, 1). 
i i AA 1 2 


0 
lim f(yn(t) = lim ———=0 
ED is 5002 +r? 


- fe 
e 
3 l 
lim fiyo (1) = lim >— = —. 
t=>0 0 "— t>0 8º +1* 2 
x? 
Logo, lim ——— não existe. 
(x, y)— (0,0) xº + y* 
x o 
CUIDADO: q) + y? Não é limitada! 
Exercícios 9.1 
1. Calcule, caso exista. 
3 l ; x 
a) lim RG b) lim ——— 
(x, y) => (0, 0) E o (x, y) => (0, 0) yx? + y? 
x? xy 
c) lim c d) lim ——— 
(x, y) > (0,0) yx? + y? (x, y) >(0,0) Xº + y” 
A Xy(x — y) . ITY 
e) lim E E P lim - 
(x,y) > (0,0) x* +y (x, y) > (0,0 x— y 
xy xy? 
2) hm A h) lim — 
(x, y) > (0,0) y — X- (x, y) >(0,0) x” — y” 
2x? 
2. Seja f(x y) = E A y (veja Exemplo 9 — Segáo 8.2). 
XxX FF 


a) Considere a reta y (A = (at, bt), com a? + b2 > 0; mostre que, quaisquer que sejam a e b, 


lim f(y(t))= 0. 


t=>0 


Tente visualizar este resultado através das curvas de nível de f. 


b) Calcule lim FISCO) onde 6 (1) = (É, D. 
t—s 
(Antes de calcular o limite, tente prever o resultado olhando para as curvas de nível de f.) 


c) 2xy? 
lim 
= 
(x,)=>(0,0) Xº + y 


existe? Por quê? 


3. Sejam y1 e y2 curvas satisfazendo as condições do Exemplo 4. A afirmação: 


lim f(y) = lim fy A) =L lim TEN- 
t— lo t— to (x,y) — Xp: Yo) 
é falsa ou verdadeira? Justifique. 


4, : METER: FEP 2 k 2 
Calcule lim HA Ode f(x, y) Ex +y. 
(h,k)=(0, 0) llh, kl 


5. E l f(h, k) | = 
Calcule, caso exista, lim —————, onde f é dada por f(x, y) = ——. 
(h, k)—> (0,0) Ch, k)ll x2 + y 


6. lim fwxy=ae lim e(u)=L ' 
Suponha que (x, y) > (Xp» 90) - E , com g não definida em a e Im f C Es 


Prove que 


lim efx y) = lim g(u. 
(x, y) > (Xos Yo ) >. 


Prove, ainda, que o resultado acima continua válido se supusermos g definida em a, com g contínua em a. 


; sen (x? + y?) 
7. Calcule lim D 
(x, y) > (0, 0) x4 + y” 


f Í 1 
A O =| 
Seja FAS (APL da SUR 
0 se x+y l 
y f(x, y) 
lim E - 
Calcule go ME RN = 
(x, y) > da | A 


9.2. CONTINUIDADE 


Definição. Seja f uma função de duas variáveis reais a valores reais e seja (xo, yo) € Df, com (xo, yo) ponto de 
acumulação de Df. Definimos: 


Yo) S lim Fx y) = f X Yo) 


(x, y) > (Xos Yo ) 


A Xns 
fcontinua emt 0 


Se f for contínua em todos os pontos de um subconjunto 4 de Ds diremos que f é 
contínua em A. Diremos, simplesmente, que f é contínua se o for em todos os pontos 
de seu domínio. 


EXEMPLO 1. A função constante f (x, y) = k é contínua, pois, 


lim f(x, y) = k= f (xo. Yo) 


(x: y) > (Xo Yo ) 


para todo (xo, yo) em R°. (Veja Exemplo 1, Seção 9.1.) 


E 
EXEMPLO 2. A função f (x, y) = x é contínua, pois, 
lim f(x, y) = lim x= Xo = f (Xp Yo) 
(x, y) > (xp Yo) (x, y) > (Xp> Yo) 
para todo (xo, yo) em R°. (Veja Exemplo 2, Seção 9.1.) 
E 


se (x, y) + (0, 0) , 


f P) j) 
| xé — y! 
Pu é contínua em (0, 0)? 


EXEMPLO 3. A função f (x, yY) = 4 x2 +, 
lo se (x, y)=(0, 0) 
Justifique. 


Solução 


Tomando-se yı (t) = (t, 0) e y2 (£) = (0, £) vem, 


E 
lim f(yi(t)= lim — = 1 
150 fı 1>0 t? 


e 
= 
lim f(y (1) = lim ——=-—1. 
1>0 t>0 i~ 
Logo, (x,y Bis 0.0) J œ% Y) não existe, e, portanto, f não é contínua em (0, 0). 


O próximo teorema nos diz que se g (u) e f (x, y) forem contínuas e se Im f C De, 
então a função composta h (x, y) = g (f(x, y)) também o será. 


Teorema 1. Sejam f :A C R2 > Heg:BCH[ - R duas funções tais que Im f C Dg. Se f for contínua 


em (xo, yo) e g contínua em f (xo, yo), então a composta h (x, y) = g (f (x, y)) será contínua em (xo, yo). 


Demonstração 
Como g (u) é contínua em f (xo, yo), dado e > 0, existe d, > O tal que 
O lu — f (xo Yo) | < ô >182 (u) — g (f Xp Yo) | < e. 
Sendo f contínua em (xo, yo), para o à; > O acima, existe ô> O tal que 
À ll y — oyl < SSIS y) — f O Yo) |< 04. 
De (1) e (2) resulta, 
MH y) — Oo Yo) ll S 8 => Ig Fx, y) — 2 FO Yo) l< e 


logo, h (x, y) =g (f(x, y)) é contínua em (xo, yo). 
E 


Como consequência deste teorema, segue que se g (x) for contínua, então a função h 
dada por h (x, y) = g (x) também será contínua. De fato, sendo f (x, y) = x, teremos A (x, 


y) = e (f(x, y)), comg e f contínuas. 


EXEMPLO 4. A (x, y) = x° é contínua em R°, pois g (x) = x° é contínua emp. 
m 


EXEMPLO 5. Sendo f (x, y) contínua, as compostas sen f (x, y), cos f(x, y), [f (x, y) Y 
etc. também seráo. 
E 


Teorema 2. Sejam f : A C [92 > [7 uma função e y : I > [92 uma curva tais que y (t) € A para todo t € I. 


Se y for contínua em to € Te f contínua em y (to), então a composta g (t) = f (y (©) será contínua em to. 


Demonstração 
Fica a cargo do leitor. 


Sejam f (x, y) e g (x, y) contínuas em (xo, yo) e seja k uma constante. Segue das 
propriedades dos limites que f+ g, kfef- g são, também, contínuas em (xo, yo). Além 


disso, se g (x,y )£0, então Y será, também, contínua em (x , y ). 
0 0 8 0 0 


EXEMPLO 6. Seja 


x? 


f= Fa se (x, y) + (0, 0) 


0 se (x, y) = (0, 0). 
Determine o conjunto dos pontos de continuidade de f. 
Solução 


Nos pontos (x, y) # (0, 0) podemos aplicar a propriedade relativa a quociente de 
funções contínuas, pois, x? e x? + y? são contínuas e x° + y” não se anula nestes pontos. 
Para estudar f com relação à continuidade no ponto (0, 0) precisamos primeiro ver o 
que acontece com o limite de f neste ponto. 


3 2 
A b . b 
lim f(x,y) = lim —+—— = lim x: = =0. 
(x, y) > (0,0) iz n)=>(0,0) X*º + 7º (x, y) > (0,0) > ad O O 


2 


Observe que lim x=0e 
| > A 


(x, y) > (0, 0) 


= 1 para todo (x, y) # (0, 0). | Assim 


lim f(x, y) = 0 = f (0, 0). 


(x, y) > (0, 0) 


Conclusão: f é contínua em R°. 
E 


Sejam agora, f: A C R —> R, g, h : B C R — R três funções tais que (g (x, y), A (x, 
y)) E 4, para todo (x, y) E B. Sem nenhuma dificuldade, demonstra-se que se g e h 
forem contínuas em (xo, yo) e f contínua em (g (xo, Yo), A (xo, yo)), então a composta f (g 
(x, y), h (x, y)) será, também, contínua em (xo, yo). Este resultado, bem como os 
teoremas 1 e 2, são casos particulares de um teorema mais geral sobre continuidade de 
funções compostas, que não enunciaremos aqui. 


Exercícios 9.2 


Determine o conjunto dos pontos de continuidade. Justifique a resposta. 


p sq e a Ea > 2.92 
a)fíx, y) = 3x y" — Sxy +6 DIf(x, y) = y6— 2xº — 3yº 
E Ey l x—y 
of (x, y) = In == f(x,y) == - 
L yl = x? — y? 
ME 
a . ps se (x, y) Æ (0, 0) 
ej y) = 4x4 + y” : 
lo se (x, y) = (0,0) 


sen (x? + y? ) , 
— ~ se (x, y) + (0, 0) 


DI y); y? + y? 
li se (x, y) Æ (0, 0) 


| (=) 
gD) y) = je T! se r<1 onde r = |(x, y)ll 


0 se rzl 


ja (x? + y?) ci 
fay | x2 + y? e AA e contínua em (0, 0)? Justifique. 
i i 


se (x, y) É (0, 0) 


Prove que se f for contínua em (xo, yo) e se f (xo, yo) > 0, então existirá r > O tal que f(x, y) > 0 para || (x, y) 
= (xo, y0) || < r. 


Seja 4 um subconjunto do [92 que goza da propriedade: quaisquer que sejam (xo, yo) e (x1, y1) em 4, existe 
uma curva contínua y : [a, b] — A tal que y (a) = (xo, yo) e y (b) = (x1, y1). Prove que se f for contínua em 4 
e se f (xo, yo) < m < f (x1, y1), então existirá (Y, y) € A tal que f (X, Y} = m. 


(Sugestão: aplique o teorema do valor intermediário à função contínua g (1) =f (y(0), t E [a, b].) 


. Seja f: A C |R? > R, 4 aberto, uma função contínua e seja c um número real dado. Prove que o conjunto f(x, 
y) EA|f(x, y)<c} é aberto. 


Dizemos que a sequência de pontos ((xn, Yn))n > o converge a (X, y) se, dado € > 0, existe um natural no tal 
que 


n > n> 1x, Ya) (x,y) ME €. 


Suponha que f (x, y) seja contínua em (x, y), que (Xn, Yn))n > 0 convirja para (x, y) e que (Xn, yn) € Df para 
todo n > 0. Prove que a sequência dada por an =f (Xn, Yn) converge para f(x, y). 


Suponha f contínua no retângulo 4 = {(x, y) € Rè lasxs B.asys B} Prove que f é limitada 


= 


neste retângulo. (f limitada em A significa que existe M > 0 tal que | f (x, y) |< M ema.) 


(Sugestão: suponha, por absurdo, que f não seja limitada em 4. Então, existirá (x1, y1) em 4 tal que |f(x1, y1) 
| > 1. Tomando-se o ponto médio de cada lado, divida o retângulo Æ em 4 retângulos iguais; em um deles, 
batizado 42, f não será limitada, logo existirá (x2, y2) € 42 tal que | f (2, y2) | > 2 etc.) 


8. (Teorema de Weierstrass.) Seja f como no Exercício 7. Prove que f assume em A valor máximo e valor 
mínimo. 


(Sugestão: veja Apêndice A2.4 — Volume 1.) 
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DERIVADAS PARCIAIS 


10.1. DERIVADAS PARCIAIS 


Seja z =f (x, y) uma função real de duas variáveis reais e seja (xo, yo) € D; Fixado 
Yo, podemos considerar a função g de uma variável dada por 


g x) 5f &, yo). 


A derivada desta função no ponto x = xo (caso exista) denomina-se derivada parcial de 
f, em relação a x, no ponto (xo, yo) e indica-se com uma das notações: 


Of a 
of (x0, yo) ou a: 
ðX y= 


BE s E E 
Assim, El (Xo: Yo) = g’ (Xp). De acordo coma definição de derivada temos: 
OX 


af ' . g(x) — g(xp) 
= (Xo: Yo) = 8 (og) = lim 8)” Bixo) 
ax VOA Be Rei 


ou seja, 


af = re = 
a (Xo Yo) = lim $x, Yo) — J Co, Yo) 
ai 


X> Xp *— To 


ou, ainda, 


Ax => 0 Ax 


of : 
— (Xn yn = lim 
>. 0» YO 


Seja 4 o subconjunto de e formado por todos os pontos (x, y) tais que E (x, y) 
existe; fica assim definida uma nova função, indicada por T e definida em 4, que a 
X 


cada (x, y) E 4 associa o número 3 (x, y), onde 
RN 
ðX Ax > 0 Ax 
Tal função denomina-se função derivada parcial de 1.º ordem de f, em relação a x, ou, 
simplesmente, derivada parcial de f em relação a x. 


De modo análogo, define-se derivada parcial de f, em relação a y, no ponto (xo, 


ð dz 
y ) que se indica por + (Xo Yo) ou x = xo : 


0 i dy y=Y 


of H(X; A Graa EETAS j 
É ayp tim LDT) 


ð y y > Y» y— yo 


ou 


f (xo, yo + Ay) — f (xo, Yo) 
Ay l 


2i (Xo, Yo) = lim 
dy eu Ay=>0 


Para se calcular E (Xp, Yo) fixa-se y = y emz= f(x,y) e calcula-se a derivada de 

ðX e 
gex) =f (, y)emx=x: tl Da mesma forma, — > l G, = 
derivada, em relação a x, de f (x, y), mantendo-se y constante. Por go da E (x, 


y) é a derivada, em relação a y, de f(x, y), mantendo-se x constante. 


EXEMPLO 1. Seja f (x, y) = 2xy — 4y. Calcule: 
of of 


a) — (x, y) B) —= (39) 
ðX dy 


Lan AN 
dx dv 


Solução 


a) Devemos olhar y como constante e derivar em relação a x: 


of ð 
êf (x, y) = — (Qxy — 4y) = 2y 
ðX ðX 
pois 
ð ð 
— (2x) =2y e — (—4y)= 0. 
dx ðX 
Por limite: 
of (x+Ax,y)— f(x y 
AL (xy) = lim PRA MS 
9x Ax>0 Ax 
2(x + Ax) y — 4y — 2xy + 4y 
= A A a A AA 
Ax > 0 Ax 
=2y 


b) Devemos olhar x como constante e derivar em relação a y: 


of ð 
er, (x,y) = — (Qxy — 4y) = 2x — 4. 
dy . dy e o 


c) Conforme a, para todo (x, y) em R, E (x, y) = 2y. Daí 
ØX 


ANE 
ðX 


. Of 
Assim EA; 1) = 2. 
ðX 


d) Conforme b, para todo (x, y) em R, E (x, y) = 2x — 4. Logo 
ðX 


al, (=1,1)=—6. 
dy 


EXEMPLO 2. Considere a função z = f (x, y) dada por z = arctg (x? + y”). Calcule: 


ðZ ðZ 
a) — b) 
ðX dy 
es x=1 d) Z x=0 
dx|y=1 ðy|y=0 
Solução 
E, 
o 
dz ð ; . 
a) EE (arctg Q? + yo) =% > —. 
ðX ðX a É ey 
ou seja, 
Oz _ 23 
dx 1+(12+ y“) l 
TE — | t (2 + y?)) | RN 
= —— | arc x4 + y4) | = — — (x4 + yº). 
dy yN a 4 1 + (12 + y2) gy 
ou seja, 
dz _ 2y 
dy 1+ (12 + y? y? l 
o Alia 2 02 
oxp=1 1+4 5 
JZ 
d) x =0 =0. a 
dyjy=0 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que uma função z = f (x, y) 
se diz definida ou dada implicitamente pela equação g (x, y, z) = 0 se, para todo (x, y) 
E D, g (x, y, f (x, y)) = 0. Por exemplo, a função z = J1- x? — y?, x + y?< 1 é dada 
implicitamente pela equação x° + y? + 2? = 1, pois, para todo (x, y) no seu domínio, 
2 +y + WI — x? — y? )? = 1. Às funções z= (1 —x2—y? Ra Sl e 
z= = — x? — y2 xº+y/<1, são também, dadas implicitamente pela equação x° + 


y” +z = 1 (verifique). 


EXEMPLO 3. Sendo z = f (x, y) dada implicitamente por x? + y? + 2 = 1, z > 0, 


calcule: 


aj E y 2 
ðX dy 
Solucáo 


+= a 9 3 : 
a)z= y1=x?- y2,x + y” < 1. Assim, 


OZ l 
— =— (l1 — x? — y?) 2 (-2x) 
ðx 2 
ou seja, 
dz =y 
Bi A 


. j ” J 
ðX J1- x? — y? 


Poderíamos, também, ter chegado ao resultado acima trabalhando diretamente com a 


equação xX +y +7 = 1: 


J 2 2 o 
— Y TH rd ps IN 
g dx 
ð ,2 2 oO a d -2 22 dí... 0 
como — (x + y3) = 2x, — [2] = — [2]: — =2 — e — (1) = 0, resulta: 
Ox ðX Z ðX dx :0xX 
x +27 E =0 
ðX 
ou seja, 
ðZ X X 2 2 
= —— = — e SRI 
OX Vá ] 9 


” 
- 
7 és 


y 2 2 
e, portanto, == ——_ Y + 


A 


ðy 


CUIDADOS COM NOTAÇÕES. A notação a (x, y), como vimos, indica a derivada 
de f (x, y) em relação a x, onde y é olhado como constante, ou seja, como 
independente de x. Por outro lado, a notação = [f (x, y)] indica a derivada de f (x, y), 
onde y deve ser olhado (quando nada for dito em contrário) como função de x. As 


ð 
notações foram criadas para serem usadas corretamente. Portanto, não confunda — 


dx 
d 
com —. 
dx 
EXEMPLO 4 E (x +y )= 2x, enquanto 
x 
— (1 + y”) = 2x + “de= 2x + dy 2 
dx dx dx 
pois, 
d 9 d 2 dy dy 
— = — (y) ==2 E 
dx y dx dx 


EXEMPLO 5. Suponha que z = f(x, y) seja dada implicitamente pela equação 
eN =x py pr, 


: z ; 3 Z 
Suponha que f admita derivada parcial em relação a x, expresse + em termos de x, y e 


gx 
Za 
Solução 
Para todo (x, y) € D; 
a = J 
L (e = L (+ 2) 
ðX dx 
Temos: 
o > da f dz 
— (67 )= Y — (a )= ) yz + xy — 


ð 2,24: z 
A E E E E AR 


ð xX ðX 
Assim, 
dz Z 
e yz + xy — | = x + 2z —, 
ðX 0 Xx 
ou seja, 
XYZ 
DE ~- do 
XYZ 
ÕX  xye” —2z 
em todo (x, y) € D¿comxy en. —2z £ 0. 
E 


EXEMPLO 6. Seja &: R — R uma função de uma variável e derivável. Considere a 


função g dada por g (x, y) = o (x? + y?). Verifique que 


% ana. 
ðX dy 


Solucáo 
g (x, y) = & (u) onde u = x+ y. 


z E i ðu ; 
Então, 8 (x, y) = d' (u) La ou seja, 
ðX ðX 


ð PRR 
id (x,y) = (+ y?) 2x. 
ðX 


08 el e ll y ad 
Da mesma forma, Era (x, y) = Y (+) ER (17 +), ou seja, 
f Y OY 


ð 
Es (x,y) = & (d+ y?) 2y. 
Frio AZ 


Assim, 


o 
Bapro an m 
Ox dv 


Observação. Se no exemplo anterior a função À fosse, por exemplo, a função seno, 


teriamos g (x, y) = sen (x? + y) e, assim, 
dg acao 2 0 9 ) 2 ) 
sii (x, y) = sen" (1% + y) — (xX + y“) = 2xcos (x + y^) 
dx dx a 
> 9 9 > 9 9 
e es (x, y) = sen’ (x° + y) — (17 + v)=2ycos (x° + y^). 
dy dy 


3 2 
e CS e 
EXEMPLO 7. Seja f(x, y) = ES x + y? e Rg aa? Determine. Determine 
lo se (x,y) = (0, 0) 


a) añ b) — of 
ðX ð y 
Solução 


a) Nos pontos (x, y) #4 (0, 0) podemos aplicar a regra do quociente 


É (xy) AA YO Om ya 
OX os (x2 + y? y? 
ou seja, 
of e x4 + 3x2y2 + 21y2 
+ s (x? + y?) 
Em (0, 0) 


e (0, 0) é a derivada, em x = 0, de g (x) = f(x, 0). 
tas fx sex#0 
f(x, 0) = [0 se x =0 

assim, g (x) =f (x, 0) =x, para todo x; segue que 


of F 
Ne (0) = 1. 
Ox 


Poderíamos, também, ter calculado E (0, 0) por limite: 
dx 


of TAS EMO. 0 
O X 


x>0 x—0 x>0 


Assim, SE é a funcáo de R em ẸR dada por 
ðX 


aw ) 9 
xÍ + 3x2y2 + 21y? 


ð j q ~ s 4 e 
E ua 4 (x? +y? 2 se (x, y) + (0 0) 
ái f se (x, y) = (0, 0) 
b) Para (x, y) 4 (0, 0) 
ðf 2x?y(1 + x) 
O E o E 7 O 
dy eel ds a 
Em (0, 0) 
of 


ay (0, 0) é (caso exista) a derivada, em y = 0, de h (y) = f (0, y); 
y 


[J-1 sey*0 


FO, y) = JO sey=0 


assim, A (y) não é contínua em y = 0, logo, h' (0) não existe, ou seja, a (0, 0) não 
f of : 

existe. Segue que AL está definida em todo (x, y) + (0, 0) (mas não em (0, 0)) e é dada 

por 


of 2x2y(1 + x) 
— WyN=-=-—_3 2373" 
dy (x? + y?) 
EXEMPLO $. Seja f : R > FR tal que £ (x, y) = O para todo (x, y) em R. Prove que f 
dX 
não depende de x, isto é, que existe œ : R — R tal que f (x, y) = 0 (y), para todo (x, y) € 
Rê. 


Solução 


Fixado um y qualquer, a função h (x) = f(x, y) é constante em R, pois, para todo x, 


) : 
h' (x) = oy (x, y) = 0. Segue que, para todo x, 
OX 


h (x) =h (0) 
ou seja, 


F(x, y) =f (0, y). 


Como y foi fixado de modo arbitrário, resulta que f (x, y) =f (0, y) se verifica para 
todo (x, y) em R°. Tomando-se d (y) =f (0, y) teremos 


Fx, y)=0 0) 


para todo (x, y) E€ E”. 
E 


EXEMPLO 9. (Interpretação geométrica.) Suponhamos que z = f (x, y) admite 

derivadas parciais em (xo, yo) € Dy. O gráfico da função g (x) = f(x, yo), no plano x" yo 

z' (veja figura adiante), é a interseção do plano y =y como gráfico de f; 53 (x,y 16 
0 dx 0 0 


então, o coeficiente angular da reta tangente T a esta interseção no ponto (xo, Yo, f (xo, 


yo)): 
öf a BF 
— (Xop Yo) = tg e. Interprete você —— (Xp, Yo). n 
dx “> dy 


O exemplo seguinte mostra-nos que a existéncia de derivada parcial num ponto 
não implica a continuidade da função neste ponto. 


EXEMPLO 10. Mostre que a função 


xy 
i — s se (x, y) + (0, 0) 
f(x, y) = | 24y? 


lo se (x, y) =(0, 0) 
admite derivadas parciais em (0, 0), mas náo é contínua neste ponto. 


Solucáo 


 00)= im 70-700 Lo 
xX x>0 xX 

f (0,7) — f (0,0 

E (0,0) = lim FCO, y) = f(0,0) _ o. i 


dv 


y>0 y 
Assim, f admite derivadas parciais em (0, 0). Vamos mostrar, a seguir, que f não é 
contínua em (0, 0). A composta de f com a reta y dada por y (£) = (t, t) é 
IL sera 
c0=ren= 3 9 
O set=0 


Como y é contínua em t = 0 e a composta g (t) =f (t, t) não é contínua em t = 0, resulta 
que f não é contínua em (0, 0). (Por quê?) 


O exemplo anterior mostra-nos ainda que a mera existência das derivadas parciais 
de f num ponto (xo, yo) não implica a derivabilidade em ty da composta g (t) =f (y (©), 
onde y é uma curva suposta diferenciável em to e y (to) = (xo, Yo). No exemplo anterior, f 
admite derivadas parciais em (0, 0), y (£) = (t, t) é diferenciável em t = 0, mas a 
composta g (t) =f (y (t)) não é diferenciável em t = 0. 

Do que vimos acima, resulta que a existência de derivadas parciais num ponto (xo, 
Yo) não é uma boa generalização do conceito de diferenciabilidade dado para funções 
de uma variável real. Uma boa generalização deverá implicar a continuidade da função 
e a diferenciabilidade da composta g (t) =f (y (t)) quando f e y o forem, porque é isso 
que acontece no caso de funções de uma variável. Veremos no próximo capítulo qual é 
a boa generalização do conceito de diferenciabilidade para funções de várias variáveis 
reais. 


Exercícios 10.1 


1. Determine as derivadas parciais 


n , «42 3 i 
a)f (x, y) = Íx y + xy +4 b) z = cos xy 
i 0 + y? n 72 —y2 
C) TEE par a) o A y) = e *” EE 
Lar ya J ` 
l 2 2 2 A Xy 
e z=x"In(l +x +y) Pz=xwye 
P i , 3,3 2 X 
g) f(x, y) = (4xy — 3y Y + 5xy h) z = arctg — 
y 
A y é z E > > 
i) g (x,y) =x pz=W+y9)InG +y) 
i RE = x sen y 
Df, y) = axé EA a e, m) z = — 
cos (x* + y”) 
xy? oz oz 
2. Considere a função 7 = ———- Verifique que Y =— LE = 
> O Se da Ox dy 
3. x) 
Seja 4 : R — Ẹ uma função de uma variável real, diferenciável e tal que q" (1) = 4. Seja g (x, y) = $ | — | 
Uy 
Calcule 
02 02 
PECE y b É (1,1) 
x Óy 


x \ E E 
4. Seja g (x, y) = $ | — ja função do exercício anterior. Verifique que 
Ly) 


ð ð 
x eid (x, y) + y Ee (x, y) = 0 
Ox 0y 
para todo (x, y) € R2, com y # 0. 
x 
5. Considere a função dada por z =x sen —. Verifique que 
y 


dz 
X 


ðZ 
EN 
Ox dy 


6. A função p =p (V, T) é dada implicitamente pela equação pV = nRT, onde n e R são constantes não nulas. 


dp dp 
Calcule — e —. 
ôV ðT 


7. Seja z = ey q (x — y), onde À é uma função diferenciável de uma variável real. Mostre que 


Oz dz 
+ = 4. 
ðX ðy 
8. . j E E e aê ) 2 X ) 
Seja ġ : R — R uma função diferenciável de uma variável real e seja f(x, y) = (1 +y) $ |— | Mostre 
Ye 
que 
of of 
sE + y q 2f 
Ox Oy 


9. Sejamz=exrty,x=pcos0ey=p sen 0. Verifique que 
dz 
ap 


ea | 
= e TY (2x cos O + 2y sen 0). 


Conclua que 


op Ox ðy 


10. Suponha que a função z = z (x, y) admita derivadas parciais em todos os pontos de seu domínio e que seja dada 
AR 
dx Oy 


3 
implicitamente pela equação xyz +z =x. Expresse em termos de x, y, Z. 


11. Seja z =f (x + at) onde f é uma função diferenciável de uma variável real e a uma constante. Verifique que 


Oz 07 
=a—, 
dt ðX 
12. Seja z =f (x2 — y2), onde f (u) é uma função diferenciável de uma variável real. Verifique que 
dz oz 
y +x—=0. 


ðX dy 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


4 Z| = 
Considere a função dada por w = xy +z , onde z =z (x, y). Admita que da = 4 e que z = l para x = 1 
óx| = 
e y = 1. Calcule awi; oia 
dx pe 
x 
Seja fx y) = 8 2 $Qy—w onde ġ é uma função diferenciável de uma variável real Mostre que 
of x 
2 Of + óf = =f, 
ðX ôy 
2 2 
ROME aa J ð 
Seja f (x, y) = | e É dt. Calcule af (x, y) e as (x, y). 
0 Ox dy 
E p if if 
é y — r2 [7 
Seja f (x, y) = Í qo t dr. Calcule — (x, y)e — 6 y). 
E Ox dy 
51 
Seja ġ : R — R uma função diferenciávele seja g (x,y) =f (y) +f E) Verifique que 
y 
ð ð 
x 28 + y Sam S'y). 
ox óy 


Seja f (x, y) = x3y2 — 6xy + Q (y). Determine uma função q de modo que 


Of = 2x 3y — 6x + = y < 
Oy y” -El 
Determine uma função f (x, y) tal que 
i 3x2y2 — 6y 
Ox 
AA = 2x)y — 6x + 2 
ôy y“ +1 
ðf óf RE eg 0.0 
Determine — e aa f(x, y) = Prpa se (x, y) F U, ) 
Xx Y ` E ç 
lo se (x, y) = (0, 0) 


1 
Seja f(x, y) = l i im | sex? + y?<1 
0 se x? + y? =|] 
a) Esboce o gráfico de f. 
b) ðf óf 


Determine — e — 


ôx dy 


22. 


23: 


24. 


25. 


26. 


Seja f : R2 — R dada por: f (x, 0) =1+x2,£(0,y)=1+y2ef(x,y)=0sexf0eyH0. 
a) Esboce o gráfico de f. 


b) óf 


af . 
Calcule 2r (0, 0) e — (0, 0). 
ðX ðy 


c) f é continua em (0, 0)? Justifique. 
of of 
u) oy (0, 1) existe? eF (1, 0)? 
OX Ox 
af 
Soma df, 
OX 


Seja f (x, y) =x2 + y2 e seja y (f) = (t, t, z (£)), t € [W, uma curva cuja imagem está contida no gráfico de f. 


a) Determine z (1). 
b) Esboce os gráficos de fe y. 
c) Determine a reta tangente a y no ponto (1, 1, 2). 
d) Seja Ta reta do item c; mostre que T está contida no plano de equação 
ðf ðf 
z—f(l,1)= er Cial dd ar ED E 
ðX ðy 


Seja f (x, y) = x2 + y2 e seja y ()= (x (À, y (À, z (Ò) uma curva diferenciável cuja imagem está contida no 
gráfico de f. Suponha, ainda, y (0) = (1, 1, 2). Seja Ta reta tangente a y em y (0). Mostre que T está contida no 
plano 


> of of. 
ri A DES Dee Ae Nyah 
Ox dy 


Interprete geometricamente. 


Suponha que z = f (x, y) admita derivadas parciais em (xo, yo). Considere as curvas cujas imagens estão 
contidas no gráfico de f: 


| x= X0 [x =f 
He qu Í e Yo: 470 
la = f (xo, t) E = f (t, yo) 


Sejam Tı e T2 as retas tangentes a y1 e y2, nos pontos y1 (yo) e y2 (x0), respectivamente. Mostre que a 
equação do plano determinado pelas retas Ti e 72 é 


a óf óf 
z — $ o, Yo) = — o» Yo) O — xo) + — (Xo, Yo) O — Yo). 
ðX ðy 


2xy? 
Seja f(x, y) = $ x? + y? se (x, y) # (0, 0) e seja y (1) = (t, t, z (À), t E [ẸR, uma curva cuja imagem 
lo se (x, y) = (0, 0) 


está no gráfico de f. Seja T a reta tangente a y no ponto y (0). Mostre que T não está contida no plano de 


27. 


28. 


29 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


equação 


f öf of 
z — f(0,0) = AR RL (0, 0) (y — 0). 
Ox dy 


Considere a função z =f (x, y) e seja (xo, yo) € Df. Como você definiria plano tangente ao gráfico de f no 
ponto (x0, y0)? Admitindo que f admita derivadas parciais em (xo, yo), escreva a equação de um plano que 
você acha que seja um “forte” candidato a plano tangente ao gráfico de f no ponto (xo, yo, f (xo, yo). 


2 of 2 
Dé exemplo de uma função f : R — R tal que E seja contínua em [Y , mas que f não seja contínua em 
y 


nenhum ponto de R2. 


j of 
Dizemos que (x, y ) é um ponto crítico ou estacionário de z = f (x, y) se — (Xo Ya) =D e 
0 dy 


0 


fe (xo, Yo) = 0. Determine (caso existam) os pontos críticos da função dada. 
y 


a) f(x, y) =x? +y? 

b) f (0, y) =2x + y? 

c) f (x,y) =12— 2xy +3y2+x -y 
d) f(x, y) =x3 +y? — 3x — 3y 

e) f (x, y) = 3x2 + 8xy2 — 14x — 16y 


P f(x, y) =x4 + 4xy +y4 


Seja (xo, yo) um ponto de Df. Dizemos que (xo, yo) é um ponto de máximo local de f (respectivamente, ponto 
de mínimo local) se existe uma bola aberta B de centro (xo, yo) tal que, para todo (x, y) E B N Df f(x, y) <f 
(xo, yo) (respectivamente, f(x, y) > f (xo, yo)). Prove que se (xo, yo) é um ponto interior de Df e se f admite 
derivadas parciais em (xo, y0), então uma condição necessária para que (xo, y0) seja um ponto de máximo 
local ou de mínimo local é que (xo, yo) seja ponto crítico de f, isto é, que 


of of 
2r (Xo Yo) =0 e BE (Xo; Yo) = (. 
Ox Jy 


ON 
2 of of 2 
Seja f :R — R e suponha que HE (x,y) = 0 e E (x, y) = 0, para todo (x, y) E Q . Prove que f é 
X y 
constante. 
2 óf óf 
Dê exemplo de uma função f :A C R — Ẹ tal que E (x, y) = De ET] (x, y) = 0, para todo (x, y) € A, 
X y 


mas que f não seja constante em 4. 


Suponha que, quaisquer que sejam (x, y) e (s, £) em R2, | f(x, y) -f (s, £) | < || (x,7) — (s, £) |2. Prove que f é 
constante. 


2 ðf 
Seja f:A C R — R. 4 aberto, e suponha que oy (x, y) existe para todo (x, y) € 4. Sejam (x ,y Je (x + 
h, yo) dois pontos de 4. Prove que se o segmento de extremidades (xo, yo) e (xo + A, yo) estiver contido em 4, 


então existirá x entre xo e xo + A tal que 
E : DE sua 
fo + h, yo) — f (xo. Yo) = ES (Xx, yo) A. 
x 


35. Seja f: A C R2 > R, 4 aberto, e suponha que f admite derivadas parciais em 4. Seja (xo, yo) € A. Prove que 
if df 


E 
se — € — forem contínuas em (x ,y ), então f também será. 
ox dy 0 0 
FA, y) — Ap Y) = f(X,7)— f (xo, Y) + f (xo, Y)— f Oo, Yo) 
AA o > 
(D (D 


(Sugestão. aplique o 


TVM a (D e ID.) 


10.2. DERIVADAS PARCIAIS DE FUNÇÕES DE TRÊS OU MAIS 
VARIÁVEIS REAIS 


Sejam w = f (x, y, Z) e (xo, Yo, Zo) € Ds. Mantendo-se yo e zo constantes, podemos 
considerar para função g (x) = f(x, Yo, Zo). A derivada desta função, em x = xo (caso 
exista), denomina-se derivada parcial de f em relação a x no ponto (xo, Yo, Zo) € 


du 

; a — (Xm Yn, Zn) OU - Poe 

indica-se por gy MM pr. 
P +0 


s0 


, E co. Of of 
De modo análogo, definem-se as derivadas parciais pa (Xo: Yo» 20) € ES (Xo Yo Zo). 
5 a 


os 


Tem-se: 
of Ens a , f(xo + Ax, yo, 20) — f (x0; yo, 70) 
dx ` i Ax 
of (Xo Yo Zo) = Pg f (xo, Yo + Ay, Zo) — F (o, Yo, 20) 
9y D» 40» <0 Ay > O Ay 
of Codo zo) = lim F(Xo, Yo, Zo + Az) — f (xo, Yo» Zo) | 
Pr A Az =>0 Az 


Da mesma forma, definem-se as derivadas parciais de uma função de mais de três 
variáveis reais. 


EXEMPLO. Calcule as derivadas parciais da função s = f(x, y, z, w) dada por 
s=e””, 


Solução 


zw O l >. 
O — (xyzw) = ye 
ðX 
XVZW XVZW 
e: — (xyzw) = xzwe”* 
dy 
— XW ð m — Xyzw 
= €" — (Xyzw) = xywe” 
dz 
ai pao n 
Re” E (zw) = zer" (y, ze w sáo olhadas como constantes). 
wW 


Exercícios 10.2 == 


5. 


. Calcule as derivadas parciais. 


x—y—1 2 y 
dfiay3=xe ? b) w = x^ arcsen — 


XVZ > > > 
e) w = ———— d) f (x, y, z) =senl + y +2) 
xtytz 


> 2 2 al 
e)s = f (x, y, z, w) dada por s = wln (17 +y +z +w') 


x 
Seja f(x,y.) = 55. Verifique que 
J x2 +y +22 quel 


a AE ed 


dx “Oy Oz 


x Z 
S W Verifique que 


pa + qe + ad + na 0. 


Ox dy Oz ðw 


Seja s = f (x, y, z, w) dada por 
S 


Seja f : R — R contínua com f (3) = 4. Seja 


x+y? +74 
2£0,y, 7 = | Ft) dt. 
Calcule: 
ð ð ð 
AAA EA td 
Ox Oy ûz 


Seja f : R — R diferenciável e seja g dada por g (x, y, z) =f (r) onde r = || (x, y, z) ||. Verifique que 


ð ð ð 
ELEn Mii + pa =rf'(r). 
ðX ðy ûz 


6. Seja ọ :R — R uma função diferenciável tal que $” (3) = 4. Seja g (x, y, Z) = À (x2 + y2 + 22). Calcule: 
02 g ð 

E ET ESNE A ¡Dam 
ðX dy ÓZ 


a) 


11 


FUNÇÕES DIFERENCIÁVEIS 


11.1. FUNÇÃO DIFERENCIÁVEL: DEFINIÇÃO 


O objetivo desta seção é estender para funções de duas variáveis reais o conceito 
de diferenciabilidade dado para funções de uma variável real. 
Vimos que, por definição, uma função f (x) é diferenciável ou derivável em xo se e 


somente se o limite, quando h tende a zero, da razão incremental fott n f xo) 
1 
existir e for finito. Esta forma não é adequada para generalização, pois se f for uma 


função de duas variáveis reais h será um par ordenado e, então, a razão incremental 
náo terá sentido. Nossa tarefa a seguir é a de tentar obter uma forma equivalente á 
definição de diferenciabilidade e que seja passível de generalização. 

Supondo f (x) diferenciável em xo, existe um real a, a = fº (xo), tal que 


fo + h)— fíxo) l 
-m , 


Temos: 
lim $o +A) Jo) = ads lim Fo +1) Joan g, 
h>0 h pea” h 
Como 
i G (I ' o 
lim Li a 0 lim (1) = 0 (verifique) 
h50 h h=>0 lh 
resulta 
(xo +h) - f(x (xo + h) — f (x0) — al 
lim Fo += $0) = ae lim fo +hj— flQo)—ah = (). 


Portanto, f é diferenciável em xo se e somente se existir um real a tal que 


co FA FLO) ah 
lim —————— AAA 
h>0 IA! 


= 0, 


Estamos, agora, em condições de definir diferenciabilidades para funções de duas 
variáveis reais. 


Definição. Sejam f : A — [R, A aberto de R2, e (xo, yo) € 4. Dizemos que f é diferenciável em (xo, yo) se e 
somente se existirem reais a e b tais que 


lim F(xo + h, yo + K)— f(X0. yo) — ah — bk _ 
(h, k) > (0,0) (A. k)|l 


0. 


O próximo teorema nos diz que diferenciabilidade implica continuidade. 


Teorema 1. Se f for diferenciável em (xo, yo), então f será contínua em (xo, yo). 


Demonstracdo 


Sendo f (x, y) diferenciável em (xo, yo), existem reais a e b tais que 


r E (h, k) 
lim —— = 0 
(h. k) = (0.0) (A, k)ll 


onde E (A, k) é a função dada por 


f Œo + h, yo + k) =f (xo, yo) + ah + bk + E (h, k). 


Como 
lim (ah + bk)= O 
(h. k) > (0,0) 
e 
h, k 
in. Fte i. MAA 
(h, k) = (0,0) (h, k) = (0, 0) (A, k)ll 


resulta 


lim f (xo + h, Vo + k) = Fíxo. Vo ). 
(h, k) — (0, 0) 


Logo, f é contínua em (xo, yo). 
E 


Vamos mostrar, agora, que se f for diferenciável em (xo, yo), então f admitirá 
derivadas parciais em (xo, yo) e 


L(h,k)= Y (xo, yo) A + f (xo, yo) k 
dx dy 


G 


será a única transformação linear que goza da propriedade 
f (xp + h, yo TR =S (o, Yo) — A (xo. Yo) A — Y (xo, Yo) k 
dx dy 


lim "Ec 2 A ME 5 À 
(h, k) — (0,0) (Ah, k) ll 


Teorema 2. Seja f : A C [2 > R, A aberto, e seja (xo, yo) E€ A. Se f for diferenciável em (xo, yo), então f 


admitirá derivadas parciais neste ponto. 


Demonstração 


Sendo f (x, y) diferenciável em (xo, yo), existem reais a e b tais que 


i E (h,k) _ 
(ht) (0,0) (A, K) Il 


O 


onde E (h, k) =f (xo + h, yo + k) — f (xo, yo) — ah — bk. Segue de (1) que 


,0) AROS E > 
E(h,0) + lim FOTAR Fo Yo) añ _ 


(0,0) Ch, O) =0. 
Dai 
. "(xo +h, i — f (xn. Yo — al 
tim LC +h yo) f (xo, Yo) Tah _ y 
h>0 h 


e, portanto, 


“(xo + h, yo)— f (xo, yO Jf 
lim PERIS. E. ai 
h=>0 h dx 
De modo análogo, obtém-se 
of 
b= — (x0, vo). E. 
Dy 0» YO 


Observação. Provamos acima que se 


lim F(xo + h, yo + k)— f (xo, yo) — ah — bk = 
(h, k) — (0,0) (A. JON 


0 


ón . of of 
então teremos necessariamente a = a (xo. yo)eb = £ (xo, vo). Deste modo, se f (x, 
OX OY 


. y ~ df l df z 
y) for diferenciável em (x, y ), então a = T, yo)eb = T o, yo) serão os 
0 0 OX oy 


únicos reais para os quais o limite acima é zero. 
Segue do teorema 2 o seguinte importante 


Corolário. Seja f (x, y) definida no aberto A C |R? e seja (xo, yo) € 4. Tem-se: 
a) f admite derivadas parciais em (xo, Vo): 
f diferenciável em (xo, yo) = 4p) tim E(hk) o 
| (h, k) > (0,0) (A, K) Il 
i É 0 of | 
E(h,k)= f (xo + h, yo + k)— f (xo, Yo) — T (o, yo) h — Em (Xo. Yo) k| 
OX OV 


A 


Observacóes 


1. Segue do corolário acima que para provar que uma função f é diferenciável em 
(xo, Yo) é suficiente provar que f admite derivadas parciais em (xo, yo) e que 
: : of of 
FUER AER Fl = ar, (xo, Yo) h — LA (x0, yo) k 
dx dy 


lim SS ti ¡ 
(h, k) — (0, 0) (A, k) Il 


2. Se uma das derivadas parciais não existir em (xo, yo), então f não será 
diferenciável neste ponto. 


3. Se ambas as derivadas parciais existirem em (xo, Yo), mas se o limite acima não 
for zero, então f não será diferenciável em (xo, yo). 


4. Se fnão for contínua em (xo, yo), então f não será diferenciável em (xo, yo). 


Dizemos que f é diferenciável em B C Dyse f for diferenciável em todo (x, y) € B. 
Diremos, simplesmente, que f é uma função diferenciável se f for diferenciável em 
todo ponto de seu domínio. 


EXEMPLO 1. Prove que f (x, y) = xºy é uma função diferenciável. 
Solução 


Precisamos provar que f é diferenciável em todo (x, y) € R? (D; = Rô). f admite 
derivadas parciais em todo (x, y) € R e 


S (x, y)=2xye Y (x, y)= x2. 
OX dy 
Por outro lado, para todo (x, y) em RŽ, 


Elh bh = f(xthyv+hiDo=- fix, y)- Y (x, yji- Y (x, y k 
: i i E E, : 


= (x + h? (y + k) — x?y — 2xyh — x?k = 
= 2xhk + h?y + h?k. 


lhl 


Como, para === S L resulta 
\h? + k? 
A E (h, k) , 2xhk + h?y + h2k 
lim — = im a = 
(h, k) > (0,0) (A, k)Il (h, k) — (0, 0) Jh2 + k2 
0 E 
O h h 
= lim 2xh ¡1 + hy —— + hk —————|=0. 
(h, k) > (0, 0) po! Jh? + k2 l Jh? + k2 Jh? de k2 


limitada 


Portanto, f é diferenciável em todo (x, y) de [R?, ou seja, f é uma função diferenciável. 
E 


EXEMPLO 2. 


| 2xy? 
f(x y)=4 x2 +y 
lo se (x, y) = (0,0) 


se (x, y) # (0,0) 


é diferenciável em (0, 0)? Justifique. 
Solução 
f não é continua em (0, 0); logo, f não é diferenciável em (0, 0). Para a não 


continuidade de f em (0, 0), veja Exercicio 2, Seção 9.1. Observe que f admite 
derivadas parciais em (0, 0). 


EXEMPLO 3. 


X 
FEP x2 + y2 se (x, y) 4(0, 0) 


0 se (x,y) = (0, 0) 


é diferenciável em (0, 0)? Justifique. 


Solucáo 

Lo, 0) = lim EME YY — lim 2 =1. 

ox x= 0 x—Ú x= 0 xX 

%o,0)= tim LON IO y 

oy y>0 à ee 0 
Temos 

E(h,k)= f(0+h,0+k)-— f (0, 0)— A (0,0) A — Y (0,0)k 
dx dy 
: h? 
ou seja, E (h, k) = —— — h. Segue que 
h* + kº 
— hk? 
- 2 D M 2 
E (h, k) _ BFR” q hk Scan. 


ICh, k) fh? +k? (h2 + k2) [m2 +k? 


à E ' f a . 
Como lim G (1,1) = lim ———— não existe, resulta que 
t50 t0 242 tl 


À E (h, k) 
lim I[ 
(hi) = (0.0) Il (A, k) Il 


logo, f não é diferenciável em (0, 0). 


Observação. Como 


0 


ns 
š E è a x 2 
lim f(x, y)= lim L:——=0= f(0, 0) 
(x, y) =>(0, 0) (x, y) >(0,0)/ Mx? + Yer 
limitada 


resulta que f é continua em (0, 0). Assim, f é contínua em (0, 0), admite derivadas 
parciais em (0, 0), mas não é diferenciável em (0, 0). 


Exercícios 11.1 


1. Prove que as funções dadas são diferenciáveis. 


a) f(x, y) = xy DI. Y) =x+ y 
k s A, r l 
c)f (x, y) = Xy” d) fix. y) = — 
Xy 
f l ada 2 2 
fix, y) = Di y) =x + y 
` EJ i 7 


2. fé diferenciável em (0, 0)? Justifique. 


a) f(x, y) = dci sda se (x, y) + (0,0) e f (0, 0) = 0. 
pyr 
xr? y 
b) f œx, y) = ——— se (x,y) # (0,0) e £(0, 0) = 0. 
ps qe 
4 


Xx f 
—— se (x, y) + (0, 0) e f (0, 0) = 0. 


c)f (x.y) = — 
KFY 


11.2. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA 
DIFERENCIABILIDADE 


Nosso objetivo, nesta seção, é demonstrar que a continuidade em A, A aberto, das 


derivadas parciais de uma função f garante a diferenciabilidade desta função em 
todos os pontos de À. Este resultado é bastante importante, pois, em muitas ocasiões, é 
mais fácil verificar a continuidade das derivadas parciais do que a diferenciabilidade 
diretamente pela definição. 


Y 


2 df c 
Teorema. Sejam f A C RQ -> [H, A aberto, e (x,y ) € A. Se as derivadas parciais y e — existirem 


0 0 OX oy 
em A e forem contínuas no ponto (xo, yo), então f será diferenciável neste ponto. 


Demonstração 


Como 4 é aberto, existe uma bola aberta B de centro (xo, yo), contida em 4. Sejam h 
e k tais que (xo + A, yo + k) € B. Temos 


f (xo + h,y0 + Kk)— f (xo, 70) = Ff (Xo +A, yo + Kk)— f (xo, yo +K) 
D S ——————————— 


(1) 
+ f (xo. Yo + k) — f (xo. Yo): 
—— pa) 


(ID 


Fazendo G (x) =f (x, yo + k), pelo TVM existe x, entre xo e xo + A tal que 
(D = G (xo -+ h) -— (G (xo) = G' (xX) h = L (x, Vo + k) h. 
ox 


Do mesmo modo, existe y entre yo € Yo + k tal que 


s = 
(ID) = — (xp, y) k. 
Es 0». 
Assim, 


f (xo + h, yo + k)— f (xo. Yo) = Ta vo tk)h+ Z o, y)k. 
i ) 


Subtraindo a ambos os membros da igualdade acima E (xo, Yo) A + — (xo, Yo) k 
dx dy 


obtemos: 
$ (Xo + h, yo + k)— f (20, Yo) — É (xo. Yo) h ata, Yo) k 
dx dy 
de of | of a 
=| — (x, yo + k)— — (xo, yo) |h +| — (xo, Y) — — (xo. Vo) | k. 
El yO A 0» YO b 0» E 0» YO 
Segue que 
Eai PO Fa A i yo) h i, yo) k 
ox o P 
(A. k) Il 
limitada 
< of ATEOS of (X0. Yo) a ig 
dy dx AR 
(HIT) ja” 
A mw | |k] 
+ (x0, Y) = (x0. Vo) — i 
a Ada (h2 + k2 


(IV) 


Pela continuidade de - e — em (Xp, Yo) em (x , ), as expressões (HI) e (IV) tendem a 
x o 00 
zero, quando (A, k) — (0, 0), e, portanto, 
Lo od FE Ono = É tro; Yo) h — aL (xo, Yo) k 
lim A TA AN =0 


(h, k) — (0, 0) ll (A, k) Il 


logo, f é diferenciável em (xo, yo). 


Seja f (x, y) uma função. Dizemos que f é de classe c no aberto 4 se — e T 
OX oy 
forem contínuas em 4. 


Segue do teorema anterior o seguinte 


Corolário. Seja f : A C R2 — R, A aberto. Se f for de classe Cl em A, então f será diferenciável em 4. 


EXEMPLO 1. f (x, y) = sen (x? + y?) é diferenciável emp”, pois, 


x 


” > 
- = 2y cos (x4 + y“) 
dx 


= 2x cos (x? + y? je ¿E 
E 

são contínuas em R?. 

E 


Observação. O teorema anterior conta-nos que se f admite derivadas parciais em 4 e 
se estas são continuas no ponto (xo, Yo), então f será diferenciável em (xo, yo). A 
recíproca, entretanto, não é verdadeira: existem funções que são diferenciáveis num 
ponto sem que as derivadas parciais sejam continuas neste ponto. O exemplo seguinte 
exibe-nos uma tal função. 


z m l 
f v4 + yź)sen ssr a se(x, y) £ (0, 0) 


EXEMPLO 2. Seja f(x,y) = $ “Oo xt+y 
lo se (x, y)=(0, 0) 
- x 
dx dy 


b) Mostre que — e En não são continuas em (0, 0). 
dx c 


c) Prove que f é diferenciável em (0, 0). 
d) Prove que fé uma função diferenciável. 


Solução 


y? l 
* sen —y 


OF (0,0 : 
a) F (0,0) = lim PAD lim ii , OU seja 
ox x>0 =D x>0 x 
0 == 
£ - (0,0) = lim x gen E = (). 
x>0 e: 
limitada 


De modo análogo, a (0,0) = 0. Assim, 
dy 


a | 2x | 

of, [2x sen=—— — —s—— cos —— se(x,y) (0,0) 

— (x, y)= x? + y” x? + y? x? + y? l 

ji lo se (x, y) = (0, 0) 
e 

of 2y sen A PP A se (x, y) (0,0) 

ixn y= x +y xº+y x? + y? no 

Em 0 se (x, y)= (0, 0) 


of 


b) lim ERA t) não existe. (Verifique.) Logo, — não é contínua em (0, 0). 
t50 dx x 


r : ð f ~ r r 
De modo análogo, verifica-se que po não é continua em (0, 0). 
a 


of 0 a s l 
H0+h,0+-D= 7(0,0)— ra e Z oox i (hetke) da EET 
e) (4,69 + 
=Jh2 +k? sen ERRA 
0 
Como cs na ati yh AÑ pa n2 + k É = resulta que fé diferenciável em (0, 0). 
a 


d) f é diferenciável em todo (x, y) £ (0, 0), pois, = e = são contínuas em todo (x, y) 
x y 


+ (0, 0). 


Conclusão. f é uma função diferenciável em todo (x, y) € D; (D;= RÊ). 


x4 
55 se (x, y)+ (0,0) 


EXEMPLO 3. Verifique que f(x,y) = 4 x2+ y? é uma função 
0 se (x, y)=(0, 0) 
diferenciável. 
Solucáo 
2x) + 4x)y?2 
É j= — s5 86X, y) + (0,0) 
De MA) e a 
: 0 se (x, y)=(0, 0) 
e 
) | 2x" x.y) (0,0 
TaD e 
j lo se (x, y) = (0, 0). 


of af ; 2 0f öf - ; 
Vamos mostrar que E e E são continuas em ; pm e FA são contínuas em todo (x, y) 
x y x y 


F (0, 0), pois são quocientes de contínuas. 


Em (0, 0), 
Ee A q y. 
y 0 i 2x + 4x y4 
lim Y (x, y) = lim r = 
(x, y)>1(0, 0) dx (x,y)>(0,0) (x1 + y*)* 
limitada 
RS 0,» a> 
à x | E A EX 
= lim ARA =0 
(x, y) > (0, 0) es de T a É 
limitada 
ou seja, 
0 0 
cd (x,y) = O = Y (0, 0). 


(x.y) => (0,0) dx dx 


o y r r r ra š r r 
logo, a é contínua em (0, 0). De modo análogo, prova-se que a é continua em (0, 
Ox is 


0). 


E ðf óf 2 oa F 2 
Da continuidade de = e = emR , segue que fé diferenciável emp . 
x y 


Observação. Para todo (x, y) + (0, 0), temos: 


r ENE- 2 4 (2 2,2 a - - 
DA Tr ST SU E] 
E A sé a 
F i A 9 
Om may 
e E. 
> E > e a 
ENANA (2 FA A ea 
CAPS 
0 = y? = x? + y? 


Exercicios 11.2 


1. Verifique que a função dada é diferenciável. 
a) f (y) = ex7 y 
b) fœ, y) 5x4 + y3 
c) f(x, y) =x2y 
d) f œ,y)=ln (1 +32 + y?) 
e) f(x, y) =x cos (x2 + y?) 
P f œ, y) = arctg xy 


2. Determine o conjunto dos pontos em que a função dada é diferenciável. Justifique. 


y : 
— 5 se (x, y) F (0,0) 


a) f(x, y) = x + y? 
0 se (x, y)=(0, 0) 


3 
> l 
b) f(x,y) = E Rr se (x, y) + (0,0) 


0 sex, y)=(0,0) 


— se (x, y) # (0,0) 


fx) = 4 x 
0 se (x, y) = (0, 0) 


| 
d) f (x, y) = A i ii | sex? +y? <1 


0 se x? + y? >1 


11.3. PLANO TANGENTE E RETA NORMAL 


Sendo f (x, y) diferenciável em (xo, yo), temos: 


Ff (xo +h,yo + k)— f(x0, yo) — Y (xo, vo)h — e yo)k 
im — ~ a” Ø _ Y 
(h, k)>(0, 0) ICh, A)! 


Fazendo x = xo + h e y = yo + k, resulta 


: G of. 
f (x, y) — f(X0, Yo) — Y (xo, yo) (¥ — x0) — Ed (xo. YO MY — Yo) 

: dx dy 

lim ——— 55: 
(x, y) >(Xo, Yo) Ox, y) — (x0. yo)] 


Seja E (x, y) o erro que se comete na aproximação de f (x, y) por 
T (x, y) = f (xo. Yo) + q. (xo; Yo) (e — Xp) + z (Xo» Yo) (Y — Yo). 
dx dy 
Assim, 
Sœ y) =T (%, y) HE (x, y) 
onde 
E (x, y) 


lim — = (), 
(x, y) >(Xo. Yo) (x, y) — (xo, Yo )!| 


Do que vimos na Seção 11.1 (veja, também, o Exercício 15 desta seção), resulta 
que T (x, y) é a única função afim que aproxima f (x, y) com erro E (x, y) que tende a 
zero mais rapidamente que |(x, y) — (x , y )l, quando (x, y) tende a (x, y ). | D izer que 

o 0 0 0 + 
E (x, y) tende a zero mais rapidamente que || (x, y) — (xo, yo) | quando (x, y) tende a 
and | E (x,y) \ 
(x,y ), significa que lim —— M =0 


o 0 (x.y) > (xo. yo) (x, y) — (xo, Yo) 


Definição. Seja f diferenciável no ponto (xo, yo). O plano 
e dE df 
O) z =$ (xo Yo) = =7 f Oo Yo) (4 — Xp) + == (o Yo) O — Yo) 
is ox dy 


denomina-se plano tangente ao gráfico de f no ponto (xo, yo, f (x0, yo)). 


Observe que só definimos plano tangente em (xo, Yo, f (xo, Yo)) se f for diferenciável 
em (xo, Yo). Se f não for diferenciável em (xo, yo), mas admitir derivadas parciais neste 
ponto, entáo o plano (1) existirá, mas náo será plano tangente. Veremos mais adiante 
que se f (x, y) for diferenciável em (xo, yo), O plano (1) conterá todas as retas tangentes 
ao gráfico de f no ponto (xo, Yo, f (Xo, Yo)). 

Em notação de produto escalar, o plano (1) se escreve: 


Cof of | . 
| — (xo, Yo) =— (xo; Yo), — 1 E [(x, y, 2) — (x0; Yo» f (xo, YO] = 0. 
\ ox dy 


Segue que o plano tangente em (xo, Yo, f (Xo, Yo)) é perpendicular à direção do vetor 


f o y o p \ 
(2) | Es (x0; YO), LA (xo, yo), — 1 | 
COX dy ) 


A reta que passa pelo ponto (xo, Yo, f (xo, Yo)) e é paralela ao vetor (2) denomina-se 
reta normal ao gráfico de f no ponto (xo, yo, f (xo, Yo)). A equação de tal reta é: 


(x, y, z) = (Xo: Yo» o YO) + À 2 (x0, Yo), — (xo, Yo), —ILAER. 
x y 


plano tangente 


y 


reta normal 
es 


~y 


EXEMPLO 1. Seja f (x, y) = 3x%y — x. Determine as equações do plano tangente e da 
reta normal do ponto (1, 2, f (1, 2)). 


Solução 


Plano tangente 


of of 
z — f(1, 2) = = (1, 2) (x — 1) + = (1, 2) (y — 2) 
f dx dy 
fa, D=s 
É (x, Pega, 2)=11 
OX OX 
of (A y)= 3x2 y (1, 2)= E 
dy E dy 


A equação do plano tangente é 


2¿-5=116-D+306-2). 


Reta normal 


of of 
yz) = 2 F(19 — (1, 2) = (1, 2), —1| A ER. 
œ% yz) = (1,2,(1,2) +A [o Es 
ou seja, 
(x, y, z) = (1,2,5) + à (11,3, — 1,4 ER. E 
ES y (0,0 
EXEMPLO 2. Seja f(x,y) = 4124 ,7 20%)? (0,0) 
lo se (x, y) = (0, 0). 


Mostre que o gráfico de f não admite plano tangente em (0, 0, f (0, 0)). 
Solucáo 


De acordo com a definição, para que f admita plano tangente no ponto (0, 0, f (0, 
0)), f deve ser diferenciável em (0, 0). Se provarmos que f é não diferenciável em (0, 
0), seguirá que f não admite plano tangente no ponto dado. Temos: 


A (0,0) = 0e — f (0, 0) = 0. (Verifique.) 
ox dy 


of 


x (0,0)h — af 


f(0+h,0+k)- f(0,0) — E > (0,0)k 


hk? 
(h, K) | MAR) Jh? +k? 
hk? 


Seja G (h, k) = —— r. Temos: 
(mA Ren SS 


lim G(0,1)=0 


t50 


lim G(t.t)= 
t>0* 242 


Assim, 


f(o+h,0+W- f(0,0)- (0,0) h- É (0,0)k 
dx Ox 


lim 
(h, k)=(0, 0) ICh, k)!| 


não existe, logo, f não é diferenciável em (0, 0); portanto, fnão admite plano tangente 
no ponto (0, 0, f (0, 0)). Observe que o plano 


of of 
z=f(0, 0) = —-(0, 0) (x = 0) + — (0, 0) = 0) 
ox dy 


ou seja, 
z=0 


não contém a reta tangente à curva y (t) = (t, t, f (t, t)) no ponto y (0) = (0, 0, f (0, 0)). 
De fato, a reta tangente a y no ponto (0, 0, f (0, 0)) = (0, 0, 0) é: 


Der 
2) 


(x, y, Z) = (0,0,0) + À (1, l, 


que, evidentemente, não está contida no plano z = 0. 


Exercícios 11.3 


1. Determine as equações do plano tangente e da reta normal ao gráfico da função dada, no ponto dado. 


a) f(x, y) = 2x2y em (1, 1,£ (1, 1). 
b) f(x, y) =x? + y? em (0, 1, f (0, 1)). 


c) f (<, y) = 3x3y — xy em (1,-1,£(1,-1)). 
d) f(x, y) =xex -y em (2,2, f (2, 2)). 


- per E ol 
e) f (x, y) = arctg (x — 2y) em [2 =] [2 7) i 


a LIE PL, 
Pf (x, y) = xy em [> 2 J E 5) 
2. Determine o plano que passa pelos pontos (1, 1,2) e (— 1, 1, 1) e que seja tangente ao gráfico de f (x, y) = xy. 
3. Determine o plano que seja paralelo ao plano z = 2x + y e tangente ao gráfico de f (x, y) =x2 + y2. 


4. z = 2x + y é a equação do plano tangente ao gráfico de f (x, y) no ponto (1, 1, 3). Calcule 
of df 
Sa, je Lan. 
dy 


OX 


5. 2x+y+3z=66 a equação do plano tangente ao gráfico de f (x, y) no ponto (1, 1, 1). 
of df 
a) cu E iie no: 
OX dy 
b) Determine a equação da reta normal no ponto (1, 1, 1). 
6. Considere a função f(x, y) = x GQ | — [onde ( (u) é uma função derivável de uma variável. Mostre que os 
y 
planos tangentes ao gráfico de f passam pela origem. 
7. Considere a função fxy)=— —. Mostre que os planos tangentes ao gráfico de f passam pela 
l l à a e ia 
origem. 
8. Determine o plano que seja paralelo ao plano z = 2x + 3y e tangente ao gráfico de f (x, y) = x2 + xy. 
9. Determine os planos que sejam tangentes ao gráfico de f (x, y) = x2 + y2 e que contenham a interseção dos 
planos x +y +z=3ez=0. 
10. 2 é um plano tangente aos gráficos de f (x, y) = 2 + x2 + y2 e g (x, y) = — x2 — y2. Mostre que a? + b2 = 1, 
sendo (a, b, f (a, b)) o ponto em que £ tangencia o gráfico de f. 
11. Considere a função f (x, y) = 1 — x2 — y2. Seja a o plano tangente ao gráfico de f no ponto (a, b, 1 — a? — b2), 
com a > 0, b > 0 e a2 + b2 < 1. Seja Vo volume do tetraedro determinado por a e pelos planos coordenados. 
a) Expresse V em função de a e b. 
W av 
2) Determine a e b para que se tenha E (a, b) = 0 e — (a, b)= 0. 
da db 
12. Determine os planos tangentes ao gráfico de f (x, y) = 2 + x2 + y2 e que contenham o eixo x. 
13. Considere a função f (x, y) = xg (x2 — y2), onde g (u) é uma função derivável de uma variável. Mostre que o 
plano tangente ao gráfico de f no ponto (a, a, f (a, a)) passa pela origem. 
14. i T j ba A SA 2 
A função z =z (x, y) é diferenciável e dada implicitamente pela equação —+=4=—=1 
a Do g 
Xox Yoy ¿0% y A 
Mostre que — — + — = | é a equação do plano tangente no ponto (x ,y ,z ),z +0. 
a? bo c| 0 0 0 0 
15. Seja z =f (x, y) diferenciável em (xo, yo). Seja S a função afim dada por 
S (x,y) =a (x — x0) + b (y — yo) + c. Suponha que 
F(,y)=8 (%, y) HE (6,7) 
com 


; E (x, y) p 
lim - = (. 


(x, y) > (Xo, ya) N(x, y) — {Xos Yo yl 


df df 

Conclua que a = — (xo, Yo) b = — (xo, Yo) e € = f (xo, Yo). 
ox dy 

11.4. DIFERENCIAL 


Seja f (x, y) diferenciável em (xo, yo) e consideremos a transformação linear 
(transformação é sinônimo de função) L : R? — R dada por 


(1) L(h,k) = Dim. vo) Ah + É qm, yo) k. 
dx dy 


Segue, do que vimos anteriormente, que L (h, k) é a única transformação linear de R? 
em que aproxima o acréscimo 


f (xo + h, yo + k) — f (xo, Yo) 


com erro E (h, k) que tende a zero mais rapidamente que || (A, k) ||, quando (A, k) tende a 
(0, 0). Isto é, 
f (xo + h, yo + k)— f (xo; Jo) = a (xo, yo)h + T (xo, JO) +E (h, k). 
dx dy 
L (h, k) 


Com 


; E (h, k) 
lin — = 
(h.k) — (0.0) 1, ll 


Pois bem, a transformação linear L, dada por (1), denomina-se diferencial de f em 
(xo, yo). 
, of of 
Seja T (x, y) = f (Xp, Yo) + Em (xo: Yo) (x — Xp) + En (xo; Yo) (y — Yo). Sabemos que 
OX dy 


o gráfico de T é o plano tangente ao gráfico de f no ponto ((xo, Yo), f (Xo, Yo)). Fazendo x 
=x + Å e y = yo + k, vem: 


: of of 
T (xo + h, yo + k)— f (xo, yo) = Y (xo, voJh + S (xo, yo)k. 
ox dy 


L (h, k) 


Segue que L (h, k) é a variação que sofre T, quando se passa do ponto (xo, yo), ao 
ponto (xo + A, yo + k). 

Por outro lado, f (xo + A, yo + k) — f (xo, yo) € a variação em f, quando se passa de 
(Xo, Yo) a (xo + h, yo + k). Temos: 


y of of 
Fl. + h, vo + k) — J (xo, Y0) = Y (X0, voJh T E (x0, YO JK 
dx dy 


sendo a aproximação tanto melhor quanto menores forem os módulos de h e k. 
of of . 
Muitas vezes, referir-nos-emos a — (Xp. vo)h + Y (xo, vo)k como a diferencial 
dx dy 
de fem (xo, yo), relativa aos acréscimos h e k. 


Consideremos, agora, a função diferenciável z = f (x, y). Em notação clássica, a 
diferencial de f, em (x, y), relativa aos acréscimos dx e dy é indicada por dz (ou por 


df): 


D dz = CA (x,y) dx + y (x,y) dy. 
dx ` y oo 


No que se segue, referir-nos-emos a (2) simplesmente como a diferencial de z = f(x, 
y). 

O símbolo Az será usado para representar a variação em f, quando se passa de (x, 
y) a (x + dx, y + dy): 


Az =f (x + dx, y + dy) = f (x, y). 
Assim, 
Az = dz 
sendo a aproximação tanto melhor quanto menores forem os módulos de dx e dy. 
EXEMPLO. Seja z =x". 
a) Calcule a diferencial. 
b) Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para a variação Az em z, 


quando se passa de x = 1 e y = 2 para x = 1,02 e y = 2,01. 
c) Calcule o erro cometido na aproximação acima. 


Solução 


Y JF 2 
a) -= =2xye e = x?; assim, dz =2xy dx +x dy. 
Ox dy 


b) Az = dz ou Az = 2xy dx +x dy. 
Fazendo x = 1, y = 2, dx = 0,02 e dy = 0,01 resulta Az = 0,09. 


c) 


Exercícios 11.4 


1. 


Az = (x + dx)? (y + dy) — xy = (1,02) (1,01) — 2 = 0,091204 (valor exato). 
O erro cometido na avaliação acima é 0,001204. 


Calcule a diferencial. 
a) z=x3y2 

b) z =x arctg (x + 2y) 
c) z= sen xy 

d) u=es=f 

e) T=n(l+p2+v?) 
f) x= arcsen uv 


Seja z =x ex "y. 


2: 

a) Calcule um valor aproximado para a variação Az em z, quando se passa de x = 1 e y = 1 para x = 1,01 e y 
= 1,002. 

b) Calcule um valor aproximado para z, correspondente a x = 1,01 e y = 1,002. 

3. Sejaz= x +3/y- 

a) Calcule a diferencial de z no ponto (1, 8). 

b) Calcule um valor aproximado para z, correspondente a x = 1,01 e y = 7,9. 

c) Calcule um valor aproximado para a variação Az em z, quando se passa de x = 1 e y = 8 para x = 0,9 e y = 
8,01. 

4. Calcule um valor aproximado para a variação AA na área de um retângulo quando os lados variam de x = 2 m 
e y =3 m para x = 2,01 me y = 2,97 m. 

5. Uma caixa de forma cilindrica é feita com um material de espessura 0,03 m. As medidas internas são: altura 2 
m e raio da base 1 m. A caixa é sem tampa. Calcule um valor aproximado para o volume do material utilizado 
na caixa. 

6. 72 


A energia consumida num resistor elétrico é dada por p — watts. Se V = 100 volts e R = 10 ohms, 


calcule um valor aproximado para a variação AP em P, quando V decresce 0,2 volt e R aumenta de 0,01 ohm. 


12, 


A altura de um cone é h = 20 cm e o raio da base r = 12 cm. Calcule um valor aproximado para a variação AV 


no volume quando h aumenta 2 mm e r decresce 1 mm. 


Calcule aproximadamente (1,01)2.03, 


Um dos catetos de um triângulo retângulo é x = 3 cm e o outro, y = 4 cm. Calcule um valor aproximado para a 


variação Az na hipotenusa z, quando x aumenta 0,01 cm e y decresce 0,1 cm. 
. Defina diferencial de uma função de três variáveis. 


. Calcule a diferencial. 


3 My — 12 
a) w = xyz b)x= eu +2v=1 


Calcule aproximadamente „| (0.01)? + (3.02? + (3.97y - 
Y 


11.5. O VETOR GRADIENTE 


ds=(1+ xp" 


Seja z =f (x, y) uma função que admite derivadas parciais em (xo, yo). O vetor 


: (af Of 
V f(xo; Yo) = | er (x0, Yo), ua (xo. Yo) 
Ú dx dy 


denomina-se gradiente de f em (xo, yo). Outra notação usada para o gradiente de f em 
(xo, Yo) é: grad f (xo, yo). Geometricamente, interpretaremos Vf (xo, yo) como um vetor 
aplicado no ponto (xo, yo). 


EXEMPLO. Seja f (x, y) =x? + y?. Calcule Vf (1, 1) e represente-o geometricamente. 


Solução 


V f(x, y) = 


(af of \ , 
— (x, y), — (x, y) | = (2x, 2y). Assim, 
JX dy 


Vf (1D=(2,2)=2 


ee 


i 
I 
' 
1 Y 


Suponhamos, agora, que f (x, y) seja diferenciável em (xo, yo). Temos: 


f(x, y)=f (o Yo) + T (x0: Yo) (X= x0) + A (x0: Y0) Yo) + E(x, y) 


com 


: E (xy 
lim RE + À = 0. 
(x. y) > (Xos Yo) Mx, y) — (xo. yo) ll 


Tendo em vista a igualdade 


of 


Y (xo, YO) (x — x0) + => (x0: Y0) O — Yo) = VÊ (xo. Yo) Lex, y) — (x0, Y0)] 
ox dy 


resulta 


F(x, 7) = f (xo, Yo) + Vf (xo, yo): ix, y) — (xo. Yo) + Elx, y) 
com 
E(x, y) 


lim A A 0. 
(x, y) (Xo» Yo) [Oo Y) — (x0; Yo) 


Fazendo X= (x, y) e Xo = (xo, Yo) teremos: 
f OO) = f (Xo) + Vf (X0): (X — Xo) + E (X) 


com 


y E(X) 
lim ———=—— = 
X-X; |X — Xo | 


Já vimos que se f (x) for função de variável real e diferenciável em xo, então 
fO)=f (Xp) a de (Xp) X — Xp) EEN) 
com 


l E(x) 
lim ———= = 


X—> Xo |x — X0 | 


Sendo f (x, y) diferenciável em (xo, yo), nada mais natural, então, do que definir a 
derivada de f em (xo, yo) por: f (xo, yo) = V f (xo, yo). Assim, a derivada de f (x, y) em 
(xo, yo) é o gradiente de f em (xo, yo). 


Mais adiante, destacaremos as principais propriedades do vetor gradiente. 


Exercicios 11.5 


1. Calcule V f(x,y) sendo f (x, y) = 
a) x2y 
b) ex -y 


ca Š 
y 
x 
a) arctg — 
y 


2. Defina gradiente de uma função de três variáveis. Calcule V f (x, y, z) sendo f (x, y, z) = 
a) Jx? + y? +4 22 
b) x2 + y2 +22 
c) (12 + y2 + 1)? 
d) z arctg = 
y 
3. Seja f (x, y) =x2? — y2. Represente geometricamente V f (xo, yo), sendo (x0, yo) = 
a) (1,1) 
b) (— 1,1) 
o) (—1,—1) 
d) (1,— 1) 


10. 


11. 


Xx 2 
Seja f (x, y) = arctg —. Represente geometricamente V f(x ,y ), sendo (x ,y ) um ponto da circunferência x 
y 00 0 0 
+y2=1, 


Seja f (x, y) =x2 + y2 e seja y (A = (x (Ð, y (£)) uma curva diferenciável cuja imagem está contida na curva de 
nivel f (x,y) = 1, isto é, para todo £ no domínio de y, f (x (£), y ()) = 1 (dê exemplo de uma tal curva). Seja y 
(to) = (xo, yo). Prove que y” (to) - V f (xo, yo) = 0. Interprete geometricamente. 


(Sugestão: para todo t no domínio de y, (x (£))2 + (y (1)? = 1; derive em relação a t e faça t = to.) 


Seja f (x, y, Z) =x2 + y2 + 22 e seja y (À = (x (À, y (À, z (£)) uma curva diferencial cuja imagem está contida na 
superfície de nivel x2 + y2 + 22 = 1. Seja y (to) = (xo, yo, z0). Prove que y” (to) - V f (xo, yo, zo) = 0. Interprete 
geometricamente. 


Calcule f (x, y) sendo f (x, y) = 
a) xy 
b) 2x7 y 


d) arcsen xy 


Seja f (x, y) = xy e seja y (£) = (x (À, y (Ò), t € I, uma curva diferenciável cuja imagem está contida na curva 
de nivel f (x, y) = 2. Mostre que para todo tem 1, y' (A: V f (y (D) = 0. Dê exemplo de uma curva cuja imagem 
esteja contida na curva de nível xy = 2. 


Sejam f (x, y) = y — x? e y (1) = (sen £, sen? 1). 


a) Verifique que a imagem de y está contida na curva de nível y — x2 = 0. 
b) Desenhe a imagem de y. 


c) Verifique que para todo t, y' (£) - V f (y (Ò) =0. 
Seja f (x, y, Z) = x2 + 4y2 + 922, 


a) Dé exemplo de uma curva y (£), diferenciável, cuja imagem esteja contida na superfície de nivel x2 + 
4y2 +922 =]. 


b) Verifique que V f (y (1) : y' (£) = 0. Interprete geometricamente. 


Considere a função f (x, y, z) = x2 + 4y2 + 922 e seja y (À = (x (À, y (À, y (£)) uma curva diferenciável 
qualquer, com imagem contida na superficie de nível x2 + 4y2 + 972 = 1, e tal que y (to) = (xo, yo, Z0). 


a) Prove que V f (xo, yo, zo). y' (to) = 0. 
b) Determine a equação do plano tangente à superficie de nível dada, no ponto (xo, y0, Z0). 


c) Determine a equação do plano tangente à superficie de nível x2 + 4y2 + 9z2 = 14, no ponto (1, 1, 1). 


12 


REGRA DA CADEIA 


12.1. REGRA DA CADEIA 


Sejam f (x, y) uma função definida num aberto do R°, y (£) uma curva definida num 
intervalo 1, tais que y (t) € D, para todo £ € T. Nosso objetivo a seguir é provar que, se 
f e y forem diferenciáveis, então a composta F (t) = f (y ©) será, também, 
diferenciável e vale a regra da cadeia 


FO=Yf00)'Y 0 


onde V f (y (t)) (Ð - y' (À é o produto escalar dos vetores V f (y (1) e y (1). 
Vamos precisar do seguinte lema. 


Lema. Se f : 4 C 2 — R, 4 aberto, for diferenciável em Xo € 4, então existirá uma função y (X) definida em 
A tal que 


FO) -S X0) =V f X): X-X) + q (4) || X= Xo |) 
com so o (X) = 0 = q (Xo). 


r 


AS A 


Demonstração 


Sendo f diferenciável em X tem-se 
FO) -S A) =V f): X-X) + E (A) 


com 


E(X) 


lim ——_— =0. 
X>X, 1X— Xgll 
Tomando-se 
| E(X 
== se X + Xo 
p(X)=? IX — Xoll 
o se X= Xo 


segue a nossa afirmação. Observe que y (X) é contínua em Xo. 


Note que no lema acima nada muda se supusermos f uma função de n variáveis. 
Antes de enunciar e demonstrar a regra da cadeia para derivação da composta de 
uma função de duas variáveis com uma curva, vejamos o seguinte exemplo. 


EXEMPLO 1. Sejam f (x, y) = xy e y (t) = (É, £). Considere a composta F (t) = f (y 
(9). 


a) Calcule F (®). 
b) Calcule F' (À e verifique que F'(A) = V fO A): y Ò. 


Solução 


a) F (Ù =f (Ð) =f (C, 4) =t. Observe que F fornece os valores que f (x, y) assume 
nos pontos da curva y (t) = (É, Ê). 


l f of of \ 3 2 2 3 , 
DWYfxy=|—=,— | = (y, x); segue que V f(t,t)=(t,t). Por outro lado, y” (t) 


, 


| Ox Ay 


= (32, 21). Assim, 
VIO) y A =P, 0) BË, 24) =3 +2f 
ou seja, 


VIOO y(D)=5"=F(D. 


Teorema. Sejam f : A C [R2 > [9,4 aberto, e y : I > 2, tais que y (t) € A para todo t no intervalo 7. 
Nestas condições, se y for diferenciável em to e f em Xo = y (to), então a composta F (t) = f (y (©) será 
diferenciável em to e vale a regra da cadeia 


F' (to) =V f (y (t0)) > y (to). 


Demonstração 


Pelo lema, para todo X € 4, 
O) FO) — FX) = Vf X: AX- Xo +e (XIX — Xoll 
onde 


lim q(X) = 0 = ọ (Xo). 


> Xo 


Substituindo em (1) X por y (t) e Xo por y (to) e dividindo por t — to, t £ to, vem 


(Y(t) — fly (to)) à (1) — Yo) ly (t) — y(to)ll 
SOU) TOU) = V f (y (to): La do A + e (y(8) SEN MUS a Pt 
ito RO t— to 
Observe que 
lly(t)— y (to) a lt — to | | YO) — y(to) 
t= To t— to t — to | 
De 
limitada 
E ar | 
t— tol ; t)— y(t : 
lim sair o e lim YW YW) = |l y” (to) Il 
t> to t— to t> to t — to 
resulta 


lim p(y(t)) lro- col = 0. 


Logo, 


F' (to) = lim E = lim SOU) fro) 
t — to t — to t — to be 


=V f(y (tp): y (to). m 


A demonstração do teorema acima é exatamente a mesma, se substituirmos f de duas 
variáveis por f de n variáveis. 

Segue desse último teorema que se f for diferenciável em A C R° e diferenciável em 
I, então a composta F (t) =f (y (t)) será diferenciável e, para todo t em 7, 


F(O=VYf0 0): y (0. 
Fazendo y (t) = (x (t), y (©) e lembrando que 


. “of of , de dv 
V f (y (1) = A (x(t), y (£)), gr. (x(t), yn) ey (t) = 25. nid + 
ðX dy ) 


Xx 


resulta 


of dE » OT dy 
— (1) = — (x(t), y (1)) — + — (x(t), y (1)) —. 
ðX dt dy dt 


Escreveremos com frequência 


dF af dx + of dy 


dt ¿dx dt dy dt 


; df df 
ficando subentendido que = e a devem ser calculados em (x (t), y (t)) quando E 
x y at 


for calculado em !. 

Com frequência, ocorrerão, ainda, problemas do seguinte tipo: são dadas as 
funções diferenciáveis z = f (x, y), x =x (t) e y = y (ft) e pede-se calcular z 

dt 

Evidentemente, o que se deseja é a derivada da composta z = f (x (1)), y (£)). Assim: 
dz d ðf dx ðf dy 

— y = + —— — 
dt dt ` ðx dt dy dt 


ou ainda, 


dz dz dx + dz dy 
dt dx dt dy dt 


Tudo se passa da mesma forma no caso em que f é uma função de três ou mais 
variáveis. 
dz 


EXEMPLO 2. Sejam z = Xy, X= e ey=2t+ 1. Calcule r 
dt 


Solução 


1.º processo 


2 t2 m2 
z= xy x= € ey=2+1>2z=e*" (21 + 1). 


dz 2 2 
= 4te2 (21+ 1)+ 2e?! 
dt 
ou seja, 
TZ 42 
== 200 [4 + 21 +11. 
dt 


2.º processo (regra da cadeia) 


dz dz dx dz dy 
dt dx dt dy dt 


Ty 
= 2xy = te” e 2 =2 
ðX "Oy dt dt 
Assim, 
dz 2 >) 
= 4xyte! +21 
dt 
ou seja, 
dz 2 2 242 2 
a ate” (21 + Del” + 2e? = 2e% [4 + 21 + 1]. a 
dt 


EXEMPLO 3. Seja F (t) =f (er, sen t), onde f (x, y) é uma função dada, diferenciável 
emp”. 


a) Expresse F” (t) em o das derivadas parciais de f. 
b) Calcule F" (0) supondo E — 0 0) =5. 


Solução 


a) F(t)=f (x, y) onde x = ei e y = sent. 


Daí 
RI 2 P S j 


E 
F' (ù) = = (e! sent) 2te” + — (e” . sent) cost. 
ðX dy 


ðf 


sr 
b) F 0) =“ q,0):0+ 4 
ox 


ra (1, 0) : 1; logo 


F'(0)=5. 


EXEMPLO 4. z =f (x°, 3x + 1), onde f (u, v) é uma função de classe C' emp”. 


a) Expresse = em termos das derivadas parciais de f. 
ax 
o : 
2E 2i. (1, 4). 
dx|x=1 “qu v 


(1,43 
ð 


Solução 


Sendo f (u, v) de classe C! emp”, f (u, v) será diferenciável em? u = x° e v = 3x + 
1 também são diferenciáveis. Podemos então, aplicar a regra da cadeia. 


a)z=f(u, v) ux ev=3x+1. 


K IF tus a E q 08 ad dv 
dx du dx dv dx” 


ou seja, 


dz OF 3. “as: 
OV 


dx ðu 


M 
z 


b) Fazendo x = 1 na expressão anterior, obtemos: 


há of of 
E =2 (14343 (1,4) a 


AX du V 


EXEMPLO 5. Seja g (x) = f (x, x? + 2), onde f (x, y) é uma função dada, definida e 
diferenciável num aberto do R’. Expresse g'(x) em termos das derivadas parciais de f. 


Solução 


g (x) =f (x,y) onde y = x* +2. 


: ð f dx of dy 
E =" TP > 9) =; 
d dx © dx dy dx 
ou seja, 
3 f > OFf 
g (x) = LAR [x o + 2) + 3xº bad (x, o + 2y. E 
ðX dy 


EXEMPLO 6. Suponha f (x, y) diferenciável e que, para todo x, 


fGx+1,3x-1)=4. 


A A 
Verifique que E (e lid Pi S Laat ya 13. 
x y 


Solução 


Para evitar confusão com as variáveis, vamos primeiro substituir x por t. Assim, 
para todo t, 


fGrt+1,31- 1)=4. 


Derivando emrelacáo a t os dois membros obtemos: 


L ft + 1,31 1)] =0. 
dt 


Como 
Epi: 1,31 — 1)] = a+ e Be Y + an. RA 
dt dx dt dy dt 
E e of 


=3 — (3t + 1, 34 — 1) +3 — (3 + 1, 3 — 1) 
Ox dy 


teremos, para todo t, 


3 rl, 12-143 2% 6+1, 4 -1)=0, 
dy 


ou seja, 
ð 
a + 1,3 1)= UL 1,38= 1). 
9x dy 
Segue que, para todo x, 
Y a+, 3x — 1)= -2E + 3: 1). 
ðX dy 


Observação. Sejam f (x, y), g (x) e A (x) funções diferenciáveis e seja y (x) = (g (x), h 
(x)). Assim, 


fe 09), AGD) = O 00). 
Pela regra da cadeia 
E e - qu 3e ta 
— ife o, hk l= — [FGWO)I= VIGO) : y (o, 
dx dx 
ou seja, 


es ð ; of À 
E [fFe (x), A (1)) ]= eN (2 00,h (x)) g (x) + of (g 00, h (x)) A (x). 
dx Ox dy 


Vamos, agora, resolver o exemplo anterior trabalhando diretamente com a equação 


fx+1,3x-1)=4. 
Derivando emrelacáo a x os dois membros, obtemos: 
E A 
— [f(x + 1,3x 1)]=0. 
dx 


Como (veja observação acima) 


1 of of 
Es [f(Bx + 1,3x— 1)] = ee (3x + 1,3x — DGx+ 1) + 2E (3x + 1, 3x — 1) (3x — 1) 
dx ðX dv 


of of 
= 3 y rr la 13 RE (re RO 1) 
ðX dv 
resulta: 
of of 
A A DO | a 
x dv 


EXEMPLO 7.z=f (€u, u°), onde f (x, y) é uma função diferenciável dada. Expresse 


tz : ac 
= em termos das derivadas parciais de f. 
du 


Solução 
z=f(x, y) ondex=e ue y=04?. 


Z o x o 
ROT EOR 
du dx du y du 
ou seja, 
dz ii OÍ of 
= —€ 


— (x, y) + 2u — (x,y) 
ðX dy 


ondex=e.ey=u?. 
E 


EXEMPLO 8. Sejam A e B abertos do R’, f (x, y) diferenciável em A, g (u, v) e h (u, v) 
diferenciáveis em B tais que, para todo (u, v) em B, (g (u, v), h (u, v)) € A. Seja 


F (u, v) =f (e (u, v), h (u, v)), (u, v) € B. 


(Observe que a mudança de variáveis x = g (u, v) e y = h (u, v) transforma a função de 
duas variáveis z = f (x, y) na função de duas variáveis 


z=F(u,v)=f(g(u,v),h(u, v).) 


Mostre que 


ð ðf dx If dy ÓZ “Ox df dy) of 


pr 
onde — e oy devem 

du dx du dy du du dx du dy du) dx ðY 

ser calculadas no ponto (g (u, v), A (u, v)). 

ðF ðf dx of dy oz of ox of dy) 

dv ðX dv dy dv dv dx dv dy dv 

Solução 
IF é 

a) F (u, v) = f (x, y) onde x = g (u, v) e y = h (u, v). Para calcular — vamos aplicar a 
ðu 


regra da cadeia, olhando v como constante; tudo se passa como se x e y dependessem 
apenas de u: 


JF ðf ðX of Oy 
De E JOD ço E 
du ðX du dy ðu 
onde x = g (u, v) e y = h (u, v). 
: dx ðY ix dy À En 
Cuidado. Escrevemos 2 e  enão Le E por se tratarem de derivadas parciais. 
du ðu du du 


ð i à 
b) Para calcular Led vamos aplicar a regra da cadeia, olhando u como constante; tudo 
dV 
se passa como se x e y dependessem apenas de v: 
ð F ðf ðX ðf dy 
— = 2 (x, y) Er + AM (x, y) qe 
ðv ðX ðv ðy ðv 
onde x = g (u, v) e y = h (u, v). 
E 


EXEMPLO 9. z = f (u? + v’, uv), onde f (x, y) é uma função diferenciável dada. 


Oz Oz ; e 
Expresse Em e ni em termos das derivadas parciais de f. 
du v 


Solução 


t f 2 
z = f(x, y) onde x = u“ + v ey = w. 


ab E E pd RA A y 2 = 2u 2 e E ca 2 ig SE a da 
du ðX ðu dy du ðX dy 

oz = of (x, y) é + ar (x, y) eI = 2y or (x, y) + u — eE, (x, y) 

dv ðX ðv dy ðv ðX dy 


onde x = 4? + v? e y = uv. 
E 


EXEMPLO 10. F (r, 0) =f (x, y) onde x =r cos0 e y =r sen 0, sendo f (x, y) uma 
função diferenciável dada. Verifique que 


LA (x, y) = con BE (r, 0) + sen le — É er, 8). 
dy d0 
Solucáo 
LA 0) = af (x, y) VE a 21 (x, y) É, 
ð ð dr ð ð 
ou 
O a A RR Ei TALES y). 
ðr 9x dy 
AF of dx ðf Oy 
prio p= SÓ 
96 ð ` o8 ð ð0 
ou 
ð F ð ðf 


— (r, ERR S yr recosb— (2,9) 
00 dx dy 


ou 


| ðF of of 
O) Epa (r, 0) = —sen 6 2r (x, y) + cos 0 Ea (x, y). 
r ðX dy 


Multiplicando (1) por sen 6, (2) por cos O e somando membro a membro obtemos a 
relação que queríamos. 
E 


EXEMPLO 11. Suponha z = f (x, y) de classe E: F(1, 2) = —2, Sr (1,2)=3e 
dx 


of . F i 
i (1, 2) = 4. Admita que a imagem da curva y (1) = Č, 3t — 1, z (£)), t € R, esteja 
i 


contida no gráfico de f. 


a) Calcule z (1). 
b) Ache a equação da reta tangente a y no ponto y (1). 


Solução 


a) (x, y, zZ) E Ge z =f (x, y). Como a imagem de está contida no gráfico de f, para 
todo £, (£, 3t — 1, z (t)) € G; logo, z (1) =f (4, 3t — 1). 


yit) = (Mt), vit), ckt)) 


(até), yO) 
X 


b) A equação da reta tangente no ponto y (1) é: 
(,y,2)=y (1) +4y'(1),4 ER. 


Temos: 


WD =E 2 


/ y iz S 


' (À = | 2t, 3, ; 
ii dt 
z 1z IN. ¿Bes lx of ly 
A E A O E A 
dt dx dt Oy dt 
mm E o da of 2 z 
Assim, — = 2t — (t,3t— 1) + 3 — (£, 34 — 1) e, portanto, = 18. Segue que 
dt ðX dy dt|t=1 


y(1)=(2,3,18) 


A equação da reta tangente é, então, 
(x,y,)=(1,2,-)+1(2,3,18,A ER. a 
O próximo exemplo mostra-nos que se for uma curva qualquer, diferenciável em to, 
cuja imagem está contida no gráfico da função f (x, y), diferenciável em (xo, yo), então a 


reta tangente y no ponto y (to) = (xo, Yo, f (co, Yo)) está contida no plano tangente em (xo, 


Yo, f (xo, Yo)). 
EXEMPLO 12. Seja f(x, y) diferenciável em (xo, yo), y (t) uma curva diferenciável em 
to, cuja imagem está contida no gráfico de f. Seja y (to) = (xo, Yo, f (Xo, Yo)). Então a reta 
tangente a y no ponto y (to) está contida no plano tangente ao gráfico de f no ponto y (to). 
Solução 

Seja y (£) = (x (0), y (t), z (£)); como a imagem de y está contida no gráfico de f 


z (1) =$ (0, y ©). 


Sendo f diferenciável em (xo, yo), x (£) e y (t) diferenciáveis em fo, podemos aplicar a 
regra da cadeia para obter z' (to): 


of of l 
O z' (tp) = A (o 10) (to) + EL Co y0) 3º (0). 
ðX dy 


A equacáo da reta tangente em y (to) é: 


(x, y, 2) = (Xo, Yo» fX Yo) + AM (to), y” (tp), 7 (tg). A E R. 
Precisamos mostrar que, para todo 2, o ponto 
(xo + AX (fp), Yo + AX (tp). f (X0: Yo) + AZ (to) 


pertence ao plano 


a 


À of ð 
D d = f (Xp Yo) + Z (Xo: Yo) (X — Xp) Te -i (Xo Yo) (Y — Vo). 


Basta mostrar, então, que fazendo em (2) x = xo + 4x' (to) e y = yo + 4y' (to) obteremos z 
= f (xo, yo) + Az' (to). De fato, para x = xo + 4x' (to) e y = yo + Ay" (to) temos: 


; A j ðf ; 
Z =f (xo Yo) + Aa (Xp, Yo) AX” (tp) + e (xo; Yo) AY” (to), 
ox dy 
ou seja, 
of é of i 
Z= f(X9: yo) + À er (xo, yo) x (to) + er (xo. Yo) Y (to) |: 
OX dy 


tendo em vista (1) 


rA = f Xp Yo) + Az (fo). El 


Exercicios 12.1 


(Todas as funções são supostas de classe C! ou diferenciáveis, quando necessário.) 


l, Calcule == pelos dois processos descritos no Exemplo 2. 
dt 


a) z =sen xy, x =3te y=. 
b) z =x2 + 3y2, x = sen t e y = cos t. 


c) z =h (1 +x2 + y2), x = sen 3t e y = cos 3t. 


2. Seja g () =f Gt 28 — 1). 
a) Expresse g' (t) em termos das derivadas parciais de f. 
ðf l 
B) Calcule g' (0) diniin YE (0, —1) = E 
x 3 


tz . dE 
3. Expresse = em termos das derivadas parciais de f, sendo z =f (x, y) e 
dt 


a)x=Pey=3t. 


b) x = sen 3t e y = cos 2t. 


2 3 of 
Suponha que, para todo t,f(t , 21) =t — 3t. Mostre que SE (1,2) = — ra (1; 2). 
X y 


5. Suponha que, para todo x, f (3x, x3) = arctg x. 


of of 

a Calcule os (3, 1) admitindo AR (3, D)=2. 
Ox dy 

b) Determine a equação do plano tangente ao gráfico de f no ponto (3, 1, f (3, 1)). 


6. Admita que, para todo (x, y), 


ðf ðf 

4y LAR Uy —x ar (y = 2. 
Ox dy 

Calcule g' (t), sendo g (f) =f (2 cos t, sen £). 


7. Admita que, para todo (x, y), 
ðf ðf 
4y Lie Ay) 2 2r (x, y) = 0. 
Ox dy 


2 


7 A X 2 
Prove que f é constante sobre a elipse — + y” = 1. 


(Sugestão: Observe que a função g do exercício anterior fornece os valores de f sobre a elipse.) 


8. A imagem da curva y (A = (2t, £, z (À) está contida no gráfico de z = f (x, y). Sabe-se que f (2, 1) = 3, 
of j 


EE (2,1)=1e F (2, 1) = — 1. Determine a equação da reta tangente a y no ponto y (1). 
X y 
9. Admita que, para todo (x, y), 
ðf ðf 
x Es À Ey) =F z: Ay 
Ox dy 


~ |N 


Mostre que g (1) =z] f, ) t > 0, é constante. 


2 Z Z 
Seja z =f (u + 2v,u — v). Expresse — € — em termos das derivadas parciais de f. 
ðu dv 


10. 


11. Seja z =f (u — v, v — u). Verifique que 


12. 


13, 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


. frag. ðF dE 
Considere a função F (x, y) = f | —, — |. Mostre que X Em +y—=0 
cF x y 


Prove que a função u =f (x + at, y + bt), a e b constantes, é solução da equação as derivadas parciais 
ðu du du 
—=a—+b—. 
ðt Ox Oy 


2 2 3 Z E e 
Sejaz=t f(x, y), onde x=t ey =1 . Expresse = em termos das derivadas parciais de f. 
dt 
Seja g dada por g (1) =f (x, y) sen 3t, onde x = 2t e y = 3t. Verifique que 
ae a ðf ðf 
g' (t) = 3f (x, y) cos 3t + sen 3t É Er (x, y) +3 ar (y) | 


Ox dy 


onde x = 2t e y = 3t. 


Seja z = u f (u — v, u + v). Verifique que 
dz dz 2 
u +u =z + 2u — 
du dv y 


ondex=u-vey=u+v. 


Seja g (x, y) = (x2 + y2) f (u, v), onde u = 2x — y e v =x + 2y. Mostre que 
ð , of ðf 
28 = 2x f (u, v) + (2 + y?) É eL + a | 
Ox du dv 


Seja g (x) uma função diferenciável tal que f (x, g (x)) = 0, para todo x € Dg. Mostre que 


of 
— (x, g(x)) 
g(=-2 
— E) 
dy 


of 
para todo x € Do com 2r (x, g (x)) É O. 
x dy 


19. f (1) e g (x, y) são funções diferenciáveis tais que g (t, f ()) = 0, para todo £. Suponha f (0) = 1, 


£ ; g : 
— (0,1) = 2e FA (0, 1) = 4. Determine a equação da reta tangente a y (1) = (t, f (Ù), no ponto y (0). 
dx y 


20. f(x,y,z) e g (x,y) são funções diferenciáveis tais que, para todo (x, y) no domínio de g, f (x, y, g (x, y)) = 0. 


ð ð 
Suponha is a TF 4.1,9=5e iS 10. Determine a equação do 
xX y Z 


plano tangente ao gráfico de g no ponto (1, 1, 3). 


2l. o; 23 2 óf 

Seja g (1) =f (3t ,t ,e t); suponha Pz (0,0, 1) =4. 

a) Expresse g' (t) em termos das derivadas parciais de f. 

b) Calcule g'(0). 
22. 2 ðg _ 08 e 

Seja g (x, y) =x f(x + y, 2y, 2x — y). Expresse aa e ra em termos das derivadas parciais de f. 

Xx y 

23. 2 2 of of 

Suponha que, para todo (x, y), f (x,y,x +y )=0. Mostre Te (1,1,2)= Es; (16152). 

X y 

24. Tm E 

Seja F (x,y, 7) =f| —, —, — | Mostre que 

MES A 
dE ðF 
r sa 9 - 0 
ðX dy dz 

2S du : ob 2 ðF 

Seja F (u, v) diferenciável em [Y , com — (u, v) # O, para todo (u, v). Suponha que, para todo (x, y), F 

ðv 
z ðZ 
(xy, z) = 0, onde z =z (x, y). Mostre que Y Y =0. 
Óx Óy 


26. Seja f (x, y) diferenciável e homogénea de grau 4 no aberto 4. Prove: 


ðf ðf = 
a) a Li (at, bt) + b a (at, bt) = AP ! f(a, b) para todo t > 0 e para todo (a, b) E A, com 
ðX y 


(at, bt) E A. 
b) (Relação de Euler.) Conclua de a) que 


(Sugestão para a): Derive em relação a t os dois membros de f (at, bt) = ta f (a, b).) 


27. Seja f (x, y) definida e diferenciável na bola aberta 4. Suponha que f verifica em 4 a relação de Euler 


óf óf i 
= ENFI A: 
Ox ðy 


Prove que f é homogénea de grau 2. 


f (at, bt) 


7 é constante. ] 


Sugestão: Mostre que g (t) = 
t 


28. x 
Seja 4 (u) uma função diferenciável qualquer. A função f(x, y) = x + — | verifica a relação de Euler 
T 


ð ðf À 
x o Fy ar = 2f? Por quê? 
ðX Oy 


29. 


30. 


31. 


32. 


33. 


34. 


x 


TE Xx X 
e” arctg — + sen | cos — 


y pa E of of A 
Jy) = ) Y 2 verifica a equação x y Fy E = —f? Por quê? 
| 34 y Ox dy 
of óf 
Determine uma família de funções que verifique a equação X Dr dy pa =0, 
XxX y 


3f 
Suponha f (x, y) diferenciável no aberto 4 e homogénea de grau 4. Prove que oy é homogénea de grau À — 1, 
OX 
cod cos Rigs. pm A PA 
Isto é, que — (fx, fy) = t — (x, y) para todo £ > 0, e para todo (x, y) em 4 com (tx, ty) € A. 
Ôx l Ox 


(Sugestão: Derive em relação a x os dois membros de f (tx, ty) = ta f (x, y).) 


Seja f (x, y) definida em [R2, diferenciável em (0, 0) e tal que f (tx, ty) = t f (x, y) para todo t E [Y e todo (x, y) 
€ [R?. Prove que f é linear, isto é, que existem reais a e b tais que f (x, y) = ax + by. 


a 
5 


E 
se (x, y) É (0, 0) 


y 
Seja f(x, y) = 


0 se (x, y) = (0, 0) 


a) Verifique que f (tx, ty) = t f (x, y) para todo t e todo (x, y). 


b) Olhe para o Exercício 32 e responda: f é diferenciável em (0, 0)? Por qué? 


Seja f (x, y) diferenciável em [N2 e tal que para todo (x, y) em [R2 
of of 

(1) E (x, y) + 2r (x, y) = 0. 
ðX dy 


ð 2 
En Verifique que a função g (u, v) dada por g (u, v) =f (x, y), onde x =u + v e y = u, é tal que 2 - Oem. 
du 


Conclua que g (u, v) = ọ (v) para alguma função q, definida e diferenciável em [Ẹ. 


b) Determine uma família de soluções da equação O. 


. AX =)" + arctg (sen (x — y)) + In [1 + (x — yy? 
acre e arctg (s y) n [l+ ( »)*] 
(E = es 


verifica (1)? (Não precisa fazer contas!) 


12.2. DERIVAÇÃO DE FUNÇÕES DEFINIDAS 


IMPLICITAMENTE. TEOREMA DAS FUNÇÕES 
IMPLÍCITAS 


Como já vimos, a função y = g (x) é definida implicitamente pela equação f (x, y) = 
O se, para todo x € D,, 


fœ, g0))=0. 


Admitindo que f e g sejam diferenciáveis, vamos deduzir uma fórmula para o cálculo 


0 a E 
de g' (x) em todo x € D , para os quais a (x, g (x)) + 0. Então, derivando em relação 
g y 


a x os dois membros da equação anterior, obtemos, 
d y —— 
— [f(x 8(x)]=0 
dx 


ou 


+= (ge()g (1) =0 
{x ð y A > 


e, portanto, 


pP 
= (x, y) 

g (x) = — Dr a y= g (x), 
— (x, y) 
dy 


af 
desde que = (x, g (x)) + 0. 
y 


Da mesma forma, x = A (y) é definida implicitamente pela equação f (x, y) = O se, 
para todo y € Ds, 


FM (1), y) =0. 


Supondo f e h diferenciáveis e derivando os dois membros da equacáo acima em 
relação a y, obtemos: 


1 
L [f (My), y] =0 
dy a 
x 


ou 


La yE;+ La y) dy =0 
ðX dy dy dy 
e, portanto, 
ð 
CAN (x, y) 
e x= h (y) 
dy Pr e y) 
ðX 


af 
em todo y € D,, com = (A (v). y) + 0. 
ðX 


EXEMPLO 1. A função diferenciável y = y (x) é definida implicitamente pela equação 
y +txy t =3. 


Expresse e em termos de x e de y. 
dx 


Solução 


1.º processo 


óf, 

dy _ Ox o _ y +3 

dx LA tos 3y2 + à 
dy 


ou seja, 


em todo x no domínio de y = y (x), com 3 (y (x)? + x £ 0. 


2.º processo 


1 1 
2 [y + xy + xX] = — (3) 
dx X 
32 D+ La Di 
dx dx 
ou 
dy y + 3x“ 
pisos — > E 
dx NS EA 


EXEMPLO 2. Suponha que a função diferenciável z = g (x, y) seja dada 
implicitamente pela equação f (x, y, z) = 0, onde f é diferenciável num aberto de R°. 
Verifique que 


of 
- 2 o, Y, Z) 
OZ _ ðX 
a) = - 
Ox ðf EE, 
oz k 


ar 
Se, y, Z) 
b) DE 4 
dy Lay, Z) 
dz 


af 
emtodo (x,y) ED, com “7 (x, y, g (x, y) 40. 
g OZ 


Solução 
a) Para todo (x, y) € De 
O f(x,y. g x, y) =0. 


Derivando em relação a x os dois membros da equação, obtemos: 


” 


ð . “s 
— [f (x, y, g(x, y)]=0 
ðX 


ou 
ð ð Z 
of (x, y, 2) — (x) + of (x, y, Z) — (y) + ar ayaz) E = 0; 
Ox ` Ox ðy Ox * ðz x 


ð ð 
como — (x)= le Pe (y) = 0, resulta 
- PE 


DE 
A ME) 
07 __ ax ` 
; E i 
dx If (x, y, 2) 
07 


b) Derivando os dois membros de (1) em relação a y, obtemos 


” 


O , m 
al [f(x y, g(x, y)]=0 
9y 


ou 
0 | 
E > à NÓ oz 
97 (x, y, Z) — (x) + gl Xy, 2) — (+ zi; (x,y,z) — = 0 
ðX l ð y AY ðy 07 dy 
e, portanto, 
af 
pi. 5-40) 
ðZ _ _ ðY = 
, of ` 
9) OS (x, y 2) 


EXEMPLO 3. A função diferenciável z = z (x, y) é dada implicitamente pela equação 


xyztxty)+z7=s. 


OZ 
Expresse E em termos de x, y ez. 
io 


Solução 
1.º processo 


at +ry+zg-5s=0 
DO T——————+ 


TENZ 
Pela parte a) do exemplo anterior 
DD cê 
Oz PS zZ) O yz+ 3x? 
A — 
de 2I Cx, y, z) yE 
ðZ 


2.º processo 


ð E si 
— LINZ + x + y + 2] = — (5), 
dx 


ðX 
assim, 
32 A DE 
yz + xy — +3X +37 =00 
9X dx 
ou seja, 
A 
dz NAS 
-— = o ER EI 
Ox EI 


EXEMPLO 4. As funções diferenciáveis y = y (x) e z = z (x), definidas no intervalo 
aberto /, sáo dadas implicitamente pelo sistema 


[F(x, y, y =0 
© |G(x, y, 2) =0 
onde F e G são supostas diferenciáveis num aberto de R`. Expresse = e = em termos 
dx dx 


das derivadas parciais de F e de G. 
Solução 


Dizer que y = y (x) e z = z (x) estão definidas implicitamente por (1) significa que, 


para todo x em 7, 
O) F(x,y(0,2(0))=0 e G(x y (9, 2()) =0, 


ou seja, significa que a imagem da curva y (x) = (x, y (x), z (x)) está contida na 
interseção das superfícies F (x, y, z) =0 e G (x, y, z) = 0. 


G(xy, )=0. 


F(x, y, 2)=0 


dy dz E 
Para obter E dE vamos derivar em relação a x os dois membros de (2). Temos, 


lx 6 

entáo: 
dx dx dy dx dz dx 
aG dx 96 dy ôG de _, 
dx dx dy dx dz dx 

ou seja, 


aF dy, 0F dz __0F 


Oy dx dz dx Ox 


dy dx dz dx ðX 


Pela regra de Cramer, 


dx oz dy o 
Mm 6 0 26 
dy ld 0 d _ |ð œ 
dx OF JE dx OF oF 
Y az dy  d 
0 0 06 0 
dy dz dy a 
9F óF 
dy dz 
para todo x € I, com * O em (x, y (x), z (x)). 
ôG aG 
dy dz 
a ; ð (F, G) , ofen l p ; 
Notações. O símbolo —— é usado para indicar o determinante jacobiano de F e 
G emrelação a y ez: 
JE oF 


dy Oz 
Da mesma forma: 
9F 9F 9F 9F 
9(F,G) _ dx Oz ¿ ó (F, G) _ dy dx 
ð (x, Z) JG G ð (y, x) ðG ðG 
Ox öz ðy dx 


— 
es 


~ dy 
Com estas notações, Ea e se escrevem: 


dx dx 


ð (F, G) d (F, G) 


d --264 , dl 0%. ü 
de ð (F, G) dx ð (F, G) 
ð (Y, Z) ð (y, Z) 


EXEMPLO 5. Sejam y = y (x) e z = z (x) diferenciáveis em R e dadas implicitamente 
pelo sistema 


O h 


a) Calcule Y e A 
dx dx 


b) Determine um par de funções y = y (x) e z = z (x) que sejam dadas implicitamente 
pelo sistema (1). 
Solução 


dz 


dy x 
a) Para obtermos do e E vamos derivar os dois membros de (1) em relação a x, 
dx dx 


observando que y e z são funções de x: 


z 2x + y — z] = JA, [3], ou seja, 2 + Las _KR = 0: 
dx dx dx dx 
E [x + y + 7] = LA [1], ou seja, 1 + dy + dz = 0. 
dx dx dx dx 
Assim, 
dy dz a.” 
dx dx 
| dy dz aai 
dx dx l 


Resolvendo o sistema obtemos: 


. . Ty A : 
Sugerimos ao leitor calcular Á e £< utilizando o exemplo anterior. 
E lx {x Hp 
a. a. 


y ao Ga 
b) (1) é equivalente a - 
ly+z=1-x 


Resolvendo o sistema nas incógnitas y e z obtemos: 
Observe que a imagem de 


é a reta na interseção dos planos 2x+y=z=3ex+y+z=1. 
E 


EXEMPLO 6. Sejam y =y (x) ez = z (x), z > 0, diferenciáveis e dadas implicitamente 
pelo sistema 


a) Expresse = e = em termos de x,y ez. 
dx dx 


b) Expresse y e z em função de x. 
c) Desenhe a imagem da curva y (x) = (x, y (x), z (x)). 


Solução 


d d ty dz 
a) — pé yt 2] = — [1], ou seja, 2x + 2y y 27 — = 0; 
dx dx ` dx dx 
d 1 ly 
— [x + y] = a (1), ou seja, 1 + 2 =o. 
dx dx dx 
Assim, 
dy de dz _ = 
dx dx 
| dy 
dx 
Resolvendo o sistema obtemos: 
dy dz = 
— = —l e = 
dx dx Z 
“++ y? 4 22=1- x? 
b) > 
|x +y= y=l—x 
Substituindo y = 1 — x na 1.º equação e observando que z > O obtemos: z = 2x- 2 y2 


TEA a 2x2,com0<x<1. 


. Assim, y= l -x e z = 


c) 


A imagem de está contida na interseção do plano x + y = 1 com a superficie esférica x? 
+y +z =l. 


Até agora, o problema referente a uma função y = g (x) dada implicitamente por 
uma equação F (x, y) = O era colocado da seguinte forma: suponha y = g (x) 


diferenciável e definida implicitamente pela equação F (x, y) = 0; calcule E 
dx 


Evidentemente, e só terá significado se realmente F (x, y) = O definir implicitamente 
dx 
alguma função y = g (x). Por exemplo, x? + y? = — 3 não define implicitamente função 
dy x Po 
alguma; logo, Es = — — não terá, neste caso, nenhum significado. 
dx y 
O teorema que vamos enunciar a seguir fornece-nos uma condição suficiente para 


que a equação F (x, y) = 0 defina implicitamente uma função diferenciável y = g (x). 
Antes, porém, vamos ver alguns exemplos. 


EXEMPLO 7. Seja F (x, y) de classe C! num aberto A de R? e seja (xo, yo) 4, com F 


(x,y) = 0. Suponha que E (xo; Yo) > O. Prove que existem intervalos abertos / e J, 
0 0 y 


com xo € l e yo € J, tais que, para cada x € 1, existe um único g (x) € J, com F (x, g 


(x)) =0. 
Solução 


ðF , , ; a E 1 A io eri 
o é contínua, pois, por hipótese, F é de classe C. Como Es (Xo» Yo) > 0, pelo 
dy dy 


teorema da conservação do sinal existe uma bola aberta B de centro (xo, Yo), que 
podemos supor contida em 4, pois 4 é aberto, tal que 
IF 
— (x, y) > 0 em B. 
dy 


Sejam yı e y, tais que yı < yo < y2, com (xo, y1) e (xo, y2) em B. Fixado xo, consideremos 
a funcáo 


O z = F (Xp, Y), y E Di Yal 


IF 
Como r (Xp, y) > O para todo y E [y , y ], segue que (1) é estritamente crescente em 
0 y 2 
[y1, y2]. Tendo em vista que F (xo, yo) = 0, resulta: 


(2) F(xy1)<0 e F(xo y) > 0. 


A 


gz FO Ps) 


Seja J = ly1, y2[; observe que yo = g (xo) é o único número em J tal que F (xo, yo) = 0. 
Tendo em vista (2) e pela continuidade de F, existe um intervalo aberto /, com xo € 1, 
tal que para todo x € J, (x, y1) e (x, y2) pertencem a B, com F (x, y1) < 0 e F (x, y2) >0. 


IF 
Como ma (x, y) > 0 em B, para todo x € T, a função 
Jy 


© z = F (x, y) (x fixo) 


é estritamente crescente em [y,, y2]; tendo em vista que F (x, yı) < 0 e F (x, y2) > 0, 
pelo teorema do valor intermediário e pelo fato de (3) ser estritamente crescente em [y1, 
y2], existirá um único g (x) € ]yı, 2] tal que F (x, g (x)) = O (veja figura seguinte). 


A função g : I — J está definida implicitamente pela equação F (x, y) = 0. 
Observação. Para todos y, e yp com y< yi < yo < y, < y,» procedendo como 
acima, encontraremos um intervalo aberto 7, € I, com xo € ,, tal que 


xEh > g(ME br. vil : 


logo, g é contínua em xo. Deixamos a seu cargo verificar que g é contínua em todo x € 
I. 


EXEMPLO 8. Suponha F (x, y) diferenciável em (xo, yo). Prove que existem funções 
pi (x, y) e y, (x, y), definidas em Dr, tais que 


ð F dE 
(4) F (x, y) = F (o Yo) + =— (Xo: Yo) U — Xp) + — (Xo Yo) O — Yo) 
x dy 
+ 1 (X, y) (A — Xp) + qo (10,7) (y Fo) 
com 


lim p¡ x, y) = 0 = y (Xp, Yo) € lim P (x, y) = 0 = » (Xp. Yo). 
(x, y) > (xo. Yo) i (y) aa 7e 


Solução 


Pelo lema da Seção 12.1, 


| 9F y4 ÎE 
F (x, y) = F (xo, Yo) + — (o Yo) Œ — x0) + — Co Yo) O — Yo) 
ðX dy 
+ p (x, y) Il (x, y) — (Xo Yo) | 


onde lim (x,y) = 0 = q (Xo Yo). 


(x, y) > (Xos Yo) 
Para (x, y) + (Xo, Vo). 


(x — xo 2 + p= vo)? 


(x,y) Il (x, y) — (o, Yo) Il = q (x, y) 
li l RAN gi lx, y) — (xo, yo)ll 


= p (x, y A (x— xo) + O (x,y) e (y — yo) 
id (x, Vi (os yo) f iia cê lx, y) — (x0. yo)! o iii 
Basta tomar 
x= Xo 
(x, y) —————————— se (x, y) F (Xo, Yo) 
PS) ET ERT dica 
Pi (X, y) = 
0 se (x, y) = (x0, Yo) 
e 
Xx — Xo 
A, Y ——————— se (Xx, Y) É (Xo, Yo) 
PG, y) — (os yO)! aii 
P CE y) = 
0 se (x, y) = (xp, y 
(x, y) = (x0, Yo) a 


EXEMPLO 9. Prove que a função g do Exemplo 7 é diferenciável em xo e que 


dE 
EE (xo, 8 (X0)) 
g' (Xp) = — aR- 


— (x0, £ (Xp )) 
a 0» 8 (x0) 


Solução 


Substituindo y = g (x) e yo = g (xo) em (4) do Exemplo 8 e lembrando que F (x, g 


(x)) =0 e F (xo, g (xo)) = O resulta, após dividir por x — xo (x £ xo): 


AF IF g(x)— g(xp) 
0 = — (xo. 2 (X0) + — (Xo, 2 Ay) A + (x, e (x)) 
o 5 o Ex 0 5 Mo Ha Py(X. 8 
(x) — g( Xq 
+ p (x, g (0) 5 8 0) 
Xx — X0 


dE 
Pelo fato de g ser contínua emx e E (Xo; Yo) + 0, resulta: 
o Oy 


qu (x (x0)) 
9' (xp) = lim £%9780%0) = dx id 


X> Xo K == x0 


A 


F a 
— (X0, 8 (X0)) 
o y 


Teorema das funções implícitas (Caso F (x,y) = 0). Seja F (x, y) de classe C1 num aberto A de [92 e seja 
(x,y )€ A, comF (x,y )= 0. Nestas condições, se Em (Xp. Yo) + O, então existirão intervalos abertos I e 
0 0 0 0 y 


J, com xo € I e yo € J, tais que, para cada x € I, existe um único g (x) E J, com F (x, g (x)) = 0. A função g : I 
> J é diferenciável e 


ð F 
PE (x, 22) 
g w = - HA 
Do (x, 2 (x)) 


oy 


Demonstração 


Veja Exemplos 7, 8 e 9. 


x n ð F dae oF x 
Observação. Se a hipótese Fg Yo) #0 for substituída por HE (Xo: Yo) + 0, então 
y Jx 


existirão intervalos abertos / e J, com xo € Te yo € J, tais que, para cada y E J, 


existirá um único A (y) € I, com F (h (y), y) = 0. A função h : J — I será diferenciável 
e 


ð F 
— (h (y), y) 
DM, 


É (h (y), y) 
Ox 


Teorema das funções implícitas (Caso F (x, y, z) = 0). Seja F (x, y, z) de classe C1 no aberto A de [33 e 


O EN a = 

seja (x,y ,z ) E A, com F (x,y ,z ) = 0. Nestas condições, se — (X0: Yo» Z0) + 0, então existirão uma 
0 0 0 0.0.0 E 

bola aberta B de centro (xo, yo) e um intervalo aberto J, com zo € J, tais que, para cada (x, y) € B, existe um 

único g (x,y) € J, com F (x, y, g (x,y)) = 0. A função z = g (x,y), (x, y) € B, é diferenciável e 


JF ð F 
3 sad (X, Y, 8 (%, y)) — (%, 3% 24X y) 
08 i dx o | OB dy 
(x, y) = — JF e (x, y) = — — 
ðX ð e aa y aids aci 
(X Y, 8 (X, y)) : (Xx, y, £ (Xx, y)) 
Z dz 
Demonstração 


Deixamos a cargo do leitor adaptar a demonstração do teorema anterior a este caso. 
E 


Observação. Note que, pelo fato de F ser de classe C! e g contínua, as funções 

ð F ð F ~w Y 

ax 08), E (x, y, g (x, y)) e — (x, y, 8 (x, y)) serão contínuas em B; logo, 
z 7 E 


O X oz 

dg 02 End r F = r r l 

re e TA serão, também, contínuas em B, isto é, g é de classe C em B. 
X Y 


Teorema das funções implícitas (Caso F (x, y, z) = 0 e G (x, y, z) = 0). Sejam F (x, y, z) e G (x, y, z) de 
classe C1 no aberto A de [93 e seja (xo, yo, zo) E A, com F (xo, yo, zo) = 0 e G (xo, yo, zo) = O. Nestas 
ð (F, G) 
condições, se FO * Oem (x,y ,z ), então existirão um intervalo aberto I, com x € I, e um par de 
y, Z) 000 0 
funções y = y (x) e z = z (x) definidas e de classe C1 em J, tais que, para todo x € I, F (x,y (x), z(x)=0€e G 
(x, y (x), z (x)) = 0; além disso, yo = y (xo) e zo = z (xo). Tem-se, ainda: 


ð (F, G) ð (F, G) 

dy ð (x, z) dz ð (y. x) 

Siva a y L pe 

© dx ð (F, G) dx ð (F, G) 
ð (y, zZ) ð (y, z) 


sendo que os determinantes jacobianos devem ser calculados em (x, y (x), z (x)). 


Demonstração 


Como F e G são classe C! ema, e 


EA Vo. Z0) R iy vn. Zn) 
a X0» Y0» 70 em X0» YO» Z0 


© | 40 
ðG ðG 
- (x0, Vo. 20) — 


A 


(xo. Yo» 70) 


E . o (F, G) f 
pelo teorema da conservação do sinal 36D permanece diferente de zero numa bola 
HZ 


K ð (F, G) 
aberta de centro (x , y , z ). Podemos, então, supor que EEN * O em 4. Segue de 
0 0 0 y, Z 


. 4 


OF À ð F i ð F 
(2) que E (Xo: Yo» Z0) É 0 ou FA (Xo: Yo Z0) + O. Suponhamos Es (Xo: Yo» Zo) + O. 


Pelo teorema anterior, a equação 
F(x,y,z2)=0 


define implicitamente uma função z = g (x, y), (x, y) E B, sendo g de classe C! na bola 
aberta B de centro (xo, Yo) € Zo = g (xo, Yo). Consideremos, agora, a função 


H (x, y) = G Kx, y, g x, y)), Œ, y) E B. 


H . 
Temos: H (x, y) é de classe C, H(x,y)=0€e (Xo: Yo) + O (verifique). Segue que 
0 0 i 


ð 
ð y 
a equação 
H (x, y) =0, ou seja, G (x, y, g (x, y)) 0 


define implicitamente uma função y = y (x), x € I, sendo y (x) de classe C' no intervalo 
aberto / e yo = y (xo) (xo E 1). Deixamos para o leitor completar a demonstração. 
E 


No Vol. 3, voltaremos aos teoremas da função implícita e da função inversa. 


Exercícios 12.2 


1. A equação y3 + xy + x3 = 4 define implicitamente alguma função diferenciável y = y (x)? Em caso afirmativo, 


dy 
expresse — em termos de x e y. 
dx 


(Sugestão: Observe que (0, 3/4) satisfaz a equação e utilize o teorema das funções implícitas (caso F (x,y) = 


0).) 
Mostre que cada uma das equações seguintes define implicitamente pelo menos uma função diferenciável y = 


ly 
y (x). Expresse Ea em termos de x e y. 
dx 


a) xy +seny =x 


Mostre que cada uma das equações a seguir define implicitamente pelo menos uma função diferenciável z = z 
(x, y). Expresse = 8 — 
dx Oy 


em termos de x, y e z. 


a) extytztxyz=1 


b) x3 +y3+2 =x +y+2z 


Suponha que y = y (x) seja diferenciável e dada implicitamente pela equação x = F (x2 + y, y2), onde F (u, v) é 


p a ay . bo 
suposta diferenciável. Expresse — em termos de x, y e das derivadas parciais de F. 
dx 


Suponha que y = g (x) seja diferenciável no intervalo aberto / e dada implicitamente pela equagáo f (x, y) = 0, 


of 
onde f (x, y) é suposta de classe C . Suponha, ainda, pm (x,y) F0emD. 
2 y f 
of 
a) Prove que 9S (x 


Ox Ú 


b) Prove que g” é contínua em /. 


y Y) = O é uma condição necessária para que x seja ponto de máximo local de g. 
- 0 


c) Prove que 


o ox o dxdy dy? 


ES 
dy, 


é condição suficiente para que xo seja ponto de máximo local de g. 


f | 2A ¿BEE a E j 
Ox) 


> 0 em (Xy Yo) 


0 


ln À 
A função diferenciável z = z (x, y) é dada implicitamente pela equação f E. 3 = (), onde f (u, v) é 
0 é 


ð 
suposta diferenciável e 9f (u, v) + O. Verifique que 
ðv 


ðZ dz 
+y =0. 
Ox ðy 


XxX 


XxX vá 
A função diferenciável z = z (x, y) é dada implicitamente pela equação f (2 =|] = O(A + O um real 
y X 


of 
fixo), onde f (u, v) é suposta diferenciável e ar (u, v) # O. Verifique que 


A! 
Oz åz 
X +y = Àz. 
ðX ðy 


Suponha que as funções diferenciáveis y = y (x) e z =z (x) sejam dadas implicitamente pelo sistema 
f? z? =] 
La +z =] 


em termos de x, y e z. 


a) 


as 


dy 
Expresse — e 
dx dx 


b) Determine um par de funções y = y (x) e z = z (x) dadas implicitamente por (1). 


Suponha que x = x (u, v) e y =y (u, v) sejam dadas implicitamente pelo sistema 


WE Y 
y 

v==w= (x + 0). 
x 


Mostre ns SE E + x) = 1. 
du x 


E e nd f ; . ÔX y 
Sejam u =x + y e v =—. Calcule o determinante jacobiano — l | + z) = 1. 
y 


ðu x 
. Calcule: 
0(F, G) 
a) ———— sendo F (x,y, 7) = xX + y? +2eG(x, “DENTE 
Ó0(x, y) 
ð (u, v 
b) hadd sendo u = xyz e v = X+ ve 
ð (y, Z) 
ð (x, y) 
c) ——— sendo x = r + 3s + Pey = r — s? — 3t 
ð (r, s) 
ð (x, y) > 2 2 2 
d ——— MIA =r F aT E eyer TE 


o(s. t) 


12. Seja g (u, v) =f (x, y), onde x =x (u, v) e y = y (u, v) são dadas implicitamente pelo sistema 


ju =x? + y? 
lv = xy 
ðf óf 
Suponha x LONN y Ea 0. 
ðX Oy 
ðy 1 Ox 
a) Mostre que Gi ia 
du x du 
de 
b) Calcule é : 
ðu 


c) Mostre que f é constante sobre as hipérboles xy = c. 


13. Sejam x =x (u, v) e y = y (u, v) dadas implicitamente pelo sistema 


ju =x +y? 
ho = xy 
a) dx dy 
Expresse — e — em termos de x e y. 
du ðu 
b) Determine um par de funções x =x (u, v) e y = y (u, v) definidas implicitamente por (T). 
14. Sejam x =x (y, z), y =y (x, Z) e z =z (x,y) definidas implicitamente pela equação F (x, y, z) = O. Suponha xo = 
x (y0, Z0), y0 = y (x0, Z0), z0 = Z (x0, yo) e que no ponto (xo, yo, Z0) as derivadas parciais de F sejam diferentes 
de zero. Mostre que 


dy 


Y= yo 07 


ðZ ' 
X — Xo ðX x = Xo 
Z=Zo Vo 


15. Sejam x =x (u, v) e y =» (u, v) definidas implicitamente pelo sistema 


y ” 
pa a a 


3 
a a 


dx 
Expresse — em termos de x,y e u. 
du 


b) Determine um par de funções x = x (u, v) e y =y (u, v) definidas implicitamente pelo sistema. 


15 


GRADIENTE E DERIVADA DIRECIONAL 


13.1. GRADIENTE DE UMA FUNÇÃO DE DUAS VARIÁVEIS: 
INTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA 


O gradiente de uma função f (x, y) foi introduzido na Seção 11.5; nosso objetivo 
aqui é interpretá-lo geometricamente. Antes vamos recordar a regra da cadeia: se f (x, 
y) for diferenciável no aberto 4 C R°, y (t) diferenciável no intervalo aberto Z, onde y 
(t) € A para todo t E I, então, h (t) =f (y (£)) será diferenciável e 


k 1 : , 
h' (t) = T [Fo (01=Vf(y (0): y (0. 
F 


Seja f (x, y) de classe C! num aberto 4 C R° e seja (xo, yo) um ponto da curva de 
nível f(x, y) = c; suponhamos V f (xo, yo) + (0, 0). Vamos mostrar a seguir que V f (xo, 
Yo) é perpendicular em (xo, yo) a toda curva y, diferenciável, passando por (xo, Yo) e 
cuja imagem esteja contida na curva de nível f (x, y) = c (nas condições acima, pelo 
teorema das funções implícitas, uma tal curva existe). Seja, então, y (£), t E 1, uma tal 
curva, com y (to) = (xo, Yo); como estamos admitindo que a imagem de y está contida na 
curva de nível f (x, y) = c, teremos 


O fo) =c 


para todo t no domínio de y. Derivando os dois membros de (1) em relação a t, 
obtemos: 


ii A 
e = — (C 
dt ` y dt 


ou 
VIU yY (À) =0,tElI, 


e, portanto, 


VE): Y (tp) =0 


ou seja, V f (xo, yo) € perpendicular a y, em y (to) = (xo, yo). 


Dizemos, então, que V f (xo, yo) é um vetor normal à curva de nível f(x, y) = c, em 
(xo, Yo). A reta passando por (xo, yo) e perpendicular a V f (xo, yo) denomina-se reta 
tangente, em (xo, yo), à curva de nível f (x, y) =c. A equação de tal reta é: 


VIC o Yo) * [05 y) — (Lo Yo)] = 0. 
EXEMPLO 1. A curva y (t) passa pelo ponto (1, 2) e é tal que f (y (£)) = 6 para todo t 
no domínio de y, onde f (x, y) = xy? — xy (observe que a imagem de está contida na 


curva de nível f (x, y) = 6). Suponha y (to) = (1, 2) e y (to) £ o: Determine a equação da 
reta tangente a y no ponto (1, 2). 


Solução 


of ðf \ 
Vf(1, 2) = Lata 2 | = (22, 11). 
\ ðX dy j 


A reta tangente a y em y (to) = (1, 2) coincide com a reta tangente à curva de nível f (x, 
y) =6 em(1, 2). Assim, a equação da reta tangente a y em (1, 2) é: 


Vf(1,2): GED ES 
ou 


22 (x-1)+110-2)=0 


ou 


y=-2x +4. 


Vejamos como fica, em notação vetorial, a equação desta reta. O vetor (— 11, 22) é 
perpendicular a V f (1, 2) = (22, 11); logo, (— 11, 22) é paralelo a y” (to); assim, a 
equação da reta tangente acima pode, também, ser dada na forma 


(x, y) = (1, 2) + A (11,22), 14E R. m 


EXEMPLO 2. Considere a equação a derivadas parciais 


a) Com argumentos geométricos, obtenha solução de (2). 
b) Suponha f : R? — R diferenciável; prove que se f satisfaz (2), então existe p:R> R 
diferenciável tal que f(x, y) = q (2y — x). 


Solução 


a) Sendo f (x, y) solução de (2), para todo (x, y) E RÊ, 


of of i 
2 an (ET eE (x, y)=0 
ðX dy 


ou 
(2,1) -Vf(, y) =0. 


Como para todo (x, y), V f(x, y) é perpendicular ao vetor (2, 1) e como V f(x, y) é 
perpendicular, em (x, y), à curva de nível de f que passa por este ponto, é razoável 
esperar que as curvas de nível de f sejam retas paralelas ao vetor (2, 1); assim f deve 
ser constante sobre cada reta paralela ao vetor (2, 1). 


Sendo f (x, y) constante sobre a reta r 


f(x, y) =f (0, m), onde 


2 : E E e E 
, OU m= Assim f(x y)=f [O DE tomando-se 


1 
pd 2 2 
o (u) = f LE — ) resulta f(x, y) = q (2y — x), onde y : R — R é uma função derivável. 
Verifique você que, para toda y : R — R diferenciável Y (x, y)= y (2y — x) é solução 
= (2y— x)? +e- 


Z etc. são soluções de 
(27 = F1] 


de (2). Assim, as funções sen (2y — x), e? 
(2). 
Observação. Consideremos a mudança de variável 


fu =2y-— x fx =2v—u 
ad ou + 
lv= y ly =v 


Note que quando (x, y) percorre a reta 2y — x = c o correspondente ponto (u, v) 
percorrerá a reta vertical u = c. 


Seja g (u, v) = f(x,y), comx = 2y — u e y = v. Vimos, geometricamente, que f deve ser 
constante sobre as retas 2y — x = c; é de se esperar, então, que g seja constante sobre as 
retas u = c, ou seja, que g não dependa de v. Vamos, agora, resolver a parte b). 


b) Seja f (x, y) diferenciável em R?; supondo f solução de (2) teremos 


of ð f 2 
2 A À (x, y) + Er (x, y) = 0 em Rº. 
ðX dy 


Seja g (u, v) =f (x, y) comx = 2v — u e y = v (veja observação anterior). Temos: 


ou 


ð of of 
Ed (u, v) = 2 as (x, y) + gy (x, y). 
dv ðX l dy 


$E-———Q- 


O 
Assim, para todo (u, v) emp”, 
28 (u, v) =0 
dv 
o que mostra que g não depende de v, isto é, 
g (u, v)=q (u), 


para alguma função y : R — R diferenciável. Portanto, f (x, y) =p (2y — x), onde y : R 
— E é uma função diferenciável. 
E 


Vejamos, agora, como utilizar o gradiente de uma função de duas variáveis na 
obtenção da reta tangente e da reta normal ao gráfico de uma função y = g (x) de uma 
variável. Para isto, consideremos a função de duas variáveis F (x, y) = g (x) — y; 
evidentemente, o gráfico de g coincide com a curva de nível F (x, y) = 0. Seja (xo, yo), 
com yo = g (xo), um ponto do gráfico de g. 

Segue que V F (xo, Yo) é normal ao gráfico de g em (xo, yo). Como 


V F (x, y) = (g' (x), —1) 


Po — 


0 


resulta, V F (xo, yo) = (g' (xo), — 1). A equação da reta tangente ao gráfico de g, no 


ponto de abscissa xo, é, então 


(g' (xo), o 1) f [(x, y) E (xo, yo)] =0 


ou 


g' (xo) x = xo) = (y — yo) =0 


ou, ainda, y — yo = 8” (xo) (x — xo). 
Por outro lado, a equação da reta normal ao gráfico de g no ponto de abscissa xo é: 


(x, y) = (xo, yo) +4 (g' (xo), — 1),2 E R. 


Suponhamos, agora, que a função diferenciável y = g (x) seja dada implicitamente 
pela equação F (x, y) = 0, onde F é suposta diferenciável e V F (xo, yo) 4 0 com yo =g 
(xo) (observe que a situação anterior é um caso particular desta). Segue que, para todo 
x no domínio de g, F (x, g (x)) = 0, isto é, a imagem da curva y (x) = (x, g (x)) está 
contida na curva de nível F (x, y) = 0. Assim, V F (xo, yo) é normal ao gráfico de g no 
ponto (xo, yo). Poderíamos, também, ter chegado a este resultado, no caso 


ð F 
ii (Xp, Yo) + 0 e — (Xp. Yo) + 0, observando que 
dy Ox 
dy AO. YO 
JE PO 
ax V 
é o coeficiente angular da direção determinada pelo vetor 


=> 


ð F 3 ð F E 
V F (xo; Yo) = — (xo. Yo) i + — (xo, Yo) j e que 
Ox dy 


ðF 
EE (xo. Yo) 

E E dx 
y NX Te ~e 2 
—— (xo, Yo) 

dy 


(fórmula de derivação implicita) é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de 
g no ponto (xo, yo). 


EXEMPLO 3. y = f (x) é uma função diferenciável definida implicitamente pela 
equação y? + xy + x? = 3x. Determine as equações das retas tangente e normal ao 
gráfico de f no ponto (1, 1). 


Solução 


y TOT e = 3 y? es A x—3x=0 


F (x, y) 
V F (1, 1) é perpendicular ao gráfico de fno ponto (1, 1). Temos: 
V F (1, 1) = (1, 4), pois, V F (x, y) = (y + 3% — 3, Y Ex) 
Reta tangente: 
VFAD:l[6y-(1, DJ =0 


ou seja, 


Reta normal: 


Ou, em forma vetorial: 


(x y)= (1,1) +à (1,4, ER. El 


Exercícios 13.1 


1. É dada uma curva que passa pelo ponto y (to) = (1, 3) e cuja imagem está contida na curva de nível x2 + y2 = 
10. Suponha y” (ty) # (y. 
a) Determine a equagáo da reta tangente a y no ponto (1, 3). 
b) Determine uma curva y (f) satisfazendo as condições acima. 
2 — 
* Determine a equação da reta tangente à curva y no ponto y (to) = (2, 5) sabendo-se que y” (to) + () e que a sua 


imagem está contida na curva de nível xy = 10. Qual a equação da reta normal a y, neste ponto? 


3. Determine a equação da reta tangente à curva de nível dada, no ponto dado. 


10. 


1 


p= 


12, 


ðf 
- Determine uma função z =f (x, y) tal que E = 
OX 


> 2) 
ajx + xy + y" — 3y= 1em (1, 2). 
=y,. d | 
e em: | — 1 | 
l 2 Y 


2x 


b) e” 


Determine uma reta que seja tangente à elipse 2x2 + y2 = 3 e paralela à reta 2x + y = 5. 
Determine uma reta que seja tangente à curva x2 + xy + y2 = 7 e paralela à reta 4x + 5y = 17. 


Utilizando argumentos geométricos, determine soluções da equação a derivadas parciais dada. 


ðf ðf ðf ðf 
PE Rue ER UE SEL 
ðX AY Ox AY 
ð óf of ð 
c of PE em dis Cez 
ðx ðy Óx Oy 
. df óf 
- Determine uma função z =f (x, y) tal que Pe = Pa e cujo gráfico passe pelos pontos (1, 1, 3), (0, 0, 1) e (0, 
X Oy 


1, 2). 
of 


E e cujo gráfico contenha a imagem da curva y (£) = (t, 
y 


N 


t 2),1 € [R. 


Determine uma curva y (£) = (x (£, y (£)) que passe pelo ponto y (0) = (1, 2) e que intercepte ortogonalmente 
as curvas da família x2 + 2y2 = c. 


Determine uma função y = y (x) cujo gráfico intercepte ortogonalmente as curvas da família xy = c, com x > 0 
ey>0,e tal que 


a)y (1)=1 
b) y (1) =2 


Seja z =f (x, y) diferenciável em [92 e tal que V f (x, y) =g (x, y) (x, y), para todo (x, y) em [R2, onde g (x, y) 


“é uma função de [R2 em [Q dada. 


a) Com argumentos geométricos, verifique que é razoável esperar que f seja constante sobre cada 
circunferência de centro na origem. 


b) Prove que f é constante sobre cada circunferência de centro na origem. 
(Sugestão: g (t) =f (R cos t, R sen £) fornece os valores de f sobre a circunferência x2 + y2 = R2.) 


Seja y = g (x) definida e derivável no intervalo aberto /, dada implicitamente pela equação f (x, y) = 0, onde f 


2 ðf 
(x, y) é suposta diferenciável no aberto 4 C [Y . Suponha EE (x, y) * m (x, y) > 0 em4. 
OX OV 


a) Com argumentos geométricos, mostre que é razoável esperar que g seja estritamente decrescente em 7. 


b) Prove que g é estritamente decrescente em 7. 


13.2. GRADIENTE DE FUNÇÃO DE TRÊS VARIÁVEIS: 
INTERPRETAÇÃO GEOMETRICA 


Seja f (x, y, z) de classe C' num aberto 4 C R? e seja (xo, Yo, zo) um ponto da 
superficie de nível f(x, y, z) = c; suponhamos V f (xo, Yo, Zo) + (0, 0, 0). Vamos mostrar 
que V f (xo, Yo, Zo) € normal em (xo, Yo, Zo) a toda curva y, diferenciável, passando por 
este ponto e cuja imagem esteja contida na superfície de nível f (x, y, z) = c. Seja, 
então, y (t), t € I, uma tal curva, com y (to) = (xo, Yo, Zo); como estamos supondo que a 
imagem de y está contida na superficie de nível f(x, y, z) = c, teremos 


O fm) =c 


para todo t no domínio de y. Derivando, em relação a t, ambos os membros da equação 
(1) obtemos, para todo t € J, 


VIGO: Y(D=0 
e, portanto, V f (y (to)) : y' (to) = 0, o que mostra que V f (y (to)) e y” (to) são ortogonais. 


AR to) 
e” o AY o) 
" 


Yíto) a a 


T 1 
fxypd=c 


Fica provado assim que V f (xo, Yo, Zo) é normal em (xo, Yo, zo) a toda curva 
diferenciável y passando por este ponto e com imagem contida na superficie f (x, y, 
z) =c. Diremos, então, que V f (xo, yo, Zo) € normal à superficie de nivel f(x, y, Z) = c, 
no ponto (xo, Yo, Zo). O plano passando pelo ponto (xo, Yo, Zo) e perpendicular a V f (xo, 
Yo, Zo) denomina-se plano tangente, em (xo, Yo, Zo), à superficie f(x, y, zZ) = c. A 
equação deste plano é: 


V f (Go Yo» 20) * [0% y, 2) — p Yo» Zo)] = 0. 
A reta 


(x, y, zZ) = (Xp Yo» Zo) + A V f (Xo Yo: Zo)» AER 


denomina-se reta normal, em (xo, Yo, Zo), à superfície f(x, y, z) =c. 

Seja z = g (x, y) uma função diferenciável dada implicitamente pela equação F (x, 
y, z) = 0 onde F (x, y, z) é suposta de classe C! num aberto de R°; seja (xo, Yo, Zo), Zo = 2 
(Xo Yo), um ponto do gráfico de g, com V F (Xp, Yo Zo) É o: Como o gráfico de g está 
contido na superfície F (x, y, z) = 0, resulta que toda curva y com imagem contida no 
gráfico de g tem, também, sua imagem contida na superfície F (x, y, z) = 0; assim, V F 
(Xo, Yo, Zo) € normal ao gráfico de g, em (xo, yo, Zo). 

Observe que se y (t) é uma curva diferenciável com imagem contida na interseção 
das superficies F (x, y, z) = 0 e G (x, y z) = 0, onde F e G são supostos de classe C' 
num aberto de R° e V F (xo, yo, zo) A V G (xo, Yo, Zo) + 0 então o vetor y” (to) £ 0, 
tangente a y em y (to) = (xo, Yo, Zo), € paralelo a V F (xo, yo, zo) A V G (xo, yo, Zo) 
(verifique). 


EXEMPLO 1. Determine as equações do plano tangente e da reta normal à superfície 
xyz + x) + y? +z = 3z no ponto (1, — 1, 2). 


Solução 


3 3 3 
Mm+r+y+2=%2et+y+2-3=0. 
EL 952) 
(IF ðF gF | -2 e: O 
so PA E | IV ted SVO DE mm 
ox dy OZ) ` ` 


V F (x, y, 2) = 


V F (1, —1, 2) = (1, 5, 8). 
Plano tangente em (1, — 1, 2): 
FTE [6 40 MALO 
ou 
(1,5,8) [xy 3-(1,-1,2)]=0 
ou seja, 
(x—1)+5(y+1)+8(z-2)=0 


ou, ainda, 


x+5y+8z=12. 


Reta normal em (1, — 1, 2): 


43) = (1, —1,2)+4/(1,5,:8), 1 ER. 


EXEMPLO 2. Considere a função z = f (x, y) dada por f(x, y)= 48- 3x? — y?. 


Determine a equação do plano tangente no ponto (1, 1, f(1, 1)). 
Solucáo 
1.º processo 


ð of 
z-f0,1)= E iii 1) + “Em, Dio dido] 
ðX dy 


f (1, 1) = 2 

ð —0 of =3 

df. Se, logo; ¿E (1, 1)= 2 

dx  2.8-3x*-— y? 9x 2 

of ne of | 

e logo, 2 (1, 1)=—— 

y 2)8-3x2 - y? dy 2 
3 l 
¿-2=-— —(x-1)- —(y-1) 

2 + ha 


é a equação do plano tangente em (1, 1,£ (1, 1)). 
2.º processo 

z= 8- 3x2- y? >2=8-32-y 
A função é então definida implicitamente pela equação 


3x? +y? +72 -8=0 
——— (II IOA2 2 A A<Á 
F(x, y, 2) 


V F (1, 1, 2) é, então, normal ao gráfico de fno ponto (1, 1,£ (1, 1)). 


V F (x, y, 2) = (6x, 2y, 22) > V F (1, 1, 2) = (6, 2, 4). 
A equacáo do plano tangente em (1, 1, 2) é: 
(6, 2, 4) [xy z- (1, 1,2)] =0 
ou 
6(x-1)+2(y-1)+4(2-2)=0, 
ou, ainda, 


A, Ro 


l 
o Omi a 


EXEMPLO 3. A imagem da curva y (t) está contida na interseção das superfícies x° + 
2Y+z=4ex"+y+2=3. Suponha y (to) =(1, 1, 1) e y (to) £ 0. 


a) Determine a reta tangente a y no ponto y (to). 
b) Determine uma curva y (t) nas condições acima. 


Solução 


a) SejamF (x, y, z) =x + 2y +ze G(x, y, =x +y +z. 
Para todo t no domínio de y devemos ter 


F(y(9)=4e G(y(0)=3, 


pois a imagem de está contida nas superfícies de nível F (x, y, 7)=4e G (x, y, z)=3. 
Segue que 
VE(y(t0):Y (tp) =0 e VG(y(to): y (tp) =0, 


ou seja, y” (to) é normal aos vetores V F (1, 1, 1)e V G (1, 1, 1); logo, y” (to) é paralelo 
ao produto vetorial V F (1,1,1) A V G(1, 1, 1). Temos: 


k 
VF(11,DAVG(1,1,1)= | 
l 


NN =. ] 
==) 


A equação da reta tangente a y no ponto y (to) = (1, 1, 1) é: 


œ y z)=(, 1, 1) +4 G, 0,-6),4 ER. 


xX +y+z=3=z=3-x —y. Substituindo na 1.º equação vem: 


x+2y+3-x-y=4 


e, portanto, 2y —y-1=0, ou seja, y = 1 ouy =— A, isto é, y não depende de x. Como 


a curva deve passar pelo ponto (1, 1, 1), vamos tornar y = 1. Segue que z =3 -x° - 1, 
ou seja, z = 2 — x°. A imagem da curva y (1) = (t, 1, 2 — t) está contida na interseção 
das superficies e passa pelo ponto (1, 1, 1). Sugerimos ao leitor desenhar a imagem de 


y. 


Exercícios 13.2 


l. 


Determine as equações do plano tangente e da reta normal à superficie dada, no 
ponto dado. 


a) x“ +3y +47 = 8 em (1, —1, 1) 
/ i \ 
b) 2xyz = 3em | —, 1,3 | 
R 19 j 


Ak de 


x—vy 3 > 
dz” “+27 =2em(2,2,1) 


. A função diferenciável z = f(x, y) é dada implicitamente pela equação x? + y? + 


z? = 10. Determine a equação do plano tangente ao gráfico de f no ponto (1, 1, f 


(1, 1)). 


E ; R ; 11 
Determine um plano que seja tangente à superfície x + 3y +27 = ae paralelo 


ao plano x+y +z = 10. 


É dada uma função diferenciável z = f (x, y) cujo gráfico está contido na 


2 , ` 
| = >, Determine a equação 


2 2 2 / 
superficiex +y +z = 1. Sabe-se que f | 
\ 5) 


bj Y 
2 


do plano tangente ao gráfico de f no ponto 


to |= 


l 
Sa 


5. A imagem da curva y (t) está contida na interseção das superfícies x? + y? + 2? = 
3 ex? +3y"-z"= 3. Suponha y (to) = (1, 1, 1) e y (fo) £ q. Determine a reta 
tangente a y em y (to). 


6. A imagem da curva y (t) está contida na interseção da superfície cilíndrica x” + 
y” = 2 coma superficie esférica x? + y? + 2? = 3. Suponha y (to) = (1, 1, 1) e y” 
(to) #0. 

a) Determine a reta tangente a y em y (to). 
b) Determine uma curva y (t) satisfazendo as condições acima. 


7. É dada uma curva y (t) cuja imagem é a interseção das superficies 41? +y? = 1 e 
x+y+z=1. Suponha y (to) = (0, 1, 0) e y (to) £ 0. 
a) Determine a reta tangente a y em y (to). 
b) Determine uma parametrização para a interseção acima. 


. E 48+ 12 + y 
8. Considere a função ; = 22 TH. 


y 
a) Determine uma função F (x, y, z), que não envolva radicais, tal que a função 
dada seja definida implicitamente pela equação F (x, y, z) =0. 


b) Determine a equação do plano tangente ao gráfico da função dada no ponto 
(2, 2, 1). 


9. Determine a equação do plano normal, em (1, 2, 3), à interseção das superfícies 
x ty tz =l14exyz=6. 


10. Determine um plano que passe pelos pontos (5, 0, 1) e (1, 0, 3) e que seja 
tangente à superficie x? + 2y? + 2º =7. 


13.3. DERIVADA DIRECIONAL 


Sejamz =f (x, y) uma função, (xo, Yo) um ponto de D,e q = (a, b) um vetor unitário. 
Suponhamos que exista r > O tal que para | £| <r os pontos da reta (x, y) = (xo + at, yo + 
bt) pertençam ao domínio de f. Como estamos supondo ;; = (a, b) unitário, a distância 


de (xo + at, yo + bt) a (xo, yo) € | £ | (verifique). 


(Xy + at, Ya + bt) 


) 


dc 


Pois bem, definimos a taxa média de variação de f, na direção ;; = (a, b), entre os 
pontos (xo, Yo) € (Xo + at, Yo + bt) por 


t 


Vamos destacar, a seguir, o limite de (1) para t — 0. 


Definição. O limite 


 Ff(xg+at, yo + bt)— f(xo. y 
— (Xo Yo) = lim FE T at; Yo Fa — Eyo) 
Mez t> 0 t 
du 


quando existe e é finito, denomina-se derivada direcional de f no ponto (xp, yy) e na direção do vetor H = 


(a, b), com i unitário. 


> ER 
A derivada direcional —= o» Yo) denomina-se, também, taxa de variação de f no 
du 
ponto (Xo, Yo) e na direção do vetor į. Observe: 
F(xo += di, Vo + bt) — Ffíxo. vo) 


— Wo Yo) = 
Eu o t 


ðu 


sendo a aproximação tanto melhor quanto menor for | £ |. 
As derivadas parciais de f, em (xo, yo), são particulares derivadas direcionais. De 
fato: 


ðf é “(xo + 1,90) — F(Xo, YO. of 
of (Xp. Yo) = lim (xo + t, yo) — f (xo, yo) = óf (Xp» yo) 
ai t50 t ðX 


Covo +1)— ET _ 0 
f (xo; Yo f (xo, Yo DÊ ii 
t dy 


ð i 
aL (xo. Yo) = lim 
bi 1t=>0 
of ðf ` : . A 
Deste modo, HE (Xp Yo) € E (Xo: Yo) são, respectivamente, as derivadas direcionais 
dx Jy 


de f, no ponto (x,, y,), e nas direções dos vetores E =(1,0)e j = (0.1) 


Eie 
A seguir, vamos interpretar geometricamente 5 (Xo: Yo). Para isto, consideremos a 


du 
curva y (t) dada por 
i = xq + at 
Y:3y= yo + bt 
l, = g(t) 


onde g (t) =f (xo + at, yo + bt). 


Observe que a imagem de y está contida no gráfico de f. Temos: 


t) — g(0 xo + at, vo + bt) — fíxo. y ð 
g' (0) = lim 8t) — 8(0) = lim F (xo + at, yo + bt) — f (xo, Vo) = So, 


(x . Yo)» 
t=- 0 Í 1t>0 f 0 


du 


ou seja, 


ð 
g (0) = 2r (xo; Yo). 
ðu 


. Então, 


ie poi E din cê 
Segue que y' (0) = (a, b, g' (0)) = E b, — (xo, Yo) 
ðu 


, ð 
y (0) = (a, b, 0) + |0, 0, Caa (x0, YO ] 


du 


Y (0) af 
0, 0, = AX ga Yo) 
ðu 


(a, b, 0) 


df | 
Como (a, b) é unitário, 3 (Xo; Yo) = tg B (veja figura anterior). 
du 


2 2 of 
EXEMPLO 1. Seja f(x, y) =x +y . Calcule 73 (1, 1) onde 77 é o versor de 


du 
a) P=(1,1) 
by (1,2) 
c) E 0,1) 
Solução 


> 


u = (a, b) é um vetor unitário 


= af 
Inicialmente, vamos calcular —3 (1, 1) onde 
ð u 


qualquer. 


af o fd+Ha,i+b)- f(1,1) 
ads t>50 f 


mE + at? + (1+ bt)? -2 


= lir = 2a + 2b. 
t> 0 f 
Ou seja, 
ar 
EA (1, 1) = 2a + 2b. 
du 


E: (LD l | se ; 
a)u = EL DI =| -mmf dé tangente em (1, 1) à curva de nível f (x, y) = 


fix, y)=2 


Portanto, é razoável esperar que, nesta direção t, a taxa de variação de f, em (1, 1), 
seja nula. (Por quê?) De fato 


=% 9 9) 
b) u = fo du a (37) = (a, b) 
(1, 2)! V5 45 
LAE, O 
> J5 
ðu 


A, (>> 
A, DU 
= (2, 2). Temos: 
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P l f l \ t 
4 aya [=| +2 mer a 
gu 2 a a 


of > I 1 
Note que o valor de 73 (1.1) para u = (7) é maior que para 
l ðu DE 
a» 
u = pas . Provaremos, na próxima seção que, sendo f diferenciável, 
¡3 p ) 


73 Wo Yo) assumirá valor máximo para ņ igual ao versor do vetor gradiente V f(x, 
au u 0 


yo). 


EXEMPLO 2. São dados uma função f (x, DS = x? + y”, um vetor unitário (a, b) e um 


real 5 > 2. Suponha que (1 + sa, 1 +sb) e [14 + | coms >0€et>0, 
ve ve 

pertençam à curva de nível f(x, y) = $. Compare a taxa média de variação de f entre os 

t É 

pontos (1, 1) e (1 + sa, 1 + sb) e entre os pontos (1, 1) ef 1+ Jar 1 + | 

yá y 


2 


Solução 


(1 + sa, 1 + sb) 


FI. = 2 


Sendo (a, b) unitário, a distáncia de (1 + sa, 1 + sb) a (1, 1) é s; a distáncia de 


pa =] a (1, 1) é t. Se (a, b) + | sia L } teremos t < s. Como 
y2 - Ñ y 2 y2 

j y 

TUE LF) =1[ E E, + | resula, para (a, b) + (+ ; 

y2 2 y2 N2) 
t 

| | s(1+ 145 ]- 14, 

f(1+sa,1+53b)=- FO, e A y2 2 


$ t 


; df P 
E razoável, portanto, esperar que “=> (1, 1) assuma valor máximo para 
du 


— f 


l l | 
Uy2 42) 


ðf 
EXEMPLO 3. Seja ,, = (a, b) um vetor unitário dado. Calcule “= (0, 0) onde 


du 
É 88 T, 
FO y)= 4 x2 + y? De AA 
lo se (x, y) = (0, 0). 
Solução 
at) 
(0 + at, O + bt)— f(0, 2 + (bt)? 3 
LO +ar0+b)- (0,0) (+? dao, 
t t at + b* 
—— AA AOKÁ 


If "(O + aí, 0t bt) — F(0,0 
150 t 
du 


ou seja, para todo vetor unitário (a, b) 


of 33 
— (0,0)=a. e 


—) 


du 


Já vimos que f é contínua em (0, 0), mas não diferenciável em (0, 0). Este exemplo 
mostranos que uma função pode ser continua num ponto, ter derivada direcional em 
todas as direções neste ponto, e mesmo assim não ser diferenciável neste ponto. 


13.4. DERIVADA DIRECIONAL E GRADIENTE 


O objetivo desta seção é destacar mais algumas propriedades do vetor gradiente. 
Inicialmente, vamos provar que se f for diferenciável em (xo, yo), então f admitirá 
derivada direcional em todas as direções, no ponto (xo, Yo), e cada derivada direcional 
se exprime de modo bastante simples em termos do gradiente de fem (xo, yo). 


Teorema 1. Sejam f : A C R? > R, A aberto, (Xp, Yo) E A e M = (a, b) um vetor unitário. Se f (x, y) for 


diferenciável em (Xo Yọ), então f admitirá derivada direcional em (xg, Yọ), na direção e 


Ww 


an (Xp Yo) = V f o Yo) * u. 
ðu 


Demonstração 


Seja g dada por g (t) =f (xo + at, yo + bt); da diferenciabilidade da f em (xo, yo) 
segue a diferenciabilidade da g em t = 0 e, pela regra da cadeia, 


e of ðf E 
g (0) = of (Xp: Yo) a + Er (Xo: Yo) b = V f (Xo: Yo) * (a, b) 
ðs > dy “> dá 


Como 
of í 
—S (xo Yo) = 8 (0) 
du 
resulta, 
I f | l o - ; l —> 
3 o Yo) = V f (xo Yo): u. a 


du 


O teorema anterior conta-nos que se f (x, y) for diferenciável em (xo, yo), então 


ðf | a 
L (Xo Yo) = Yf (Xp. yo) A 


ðu 


Entretanto, se f não for diferenciável em (xo, yo) esta relação não tem nenhuma 
obrigação de se verificar. (Veja Exercicio 21.) 

De agora em diante, quando nada for dito sobre uma função f (x, y) ficará implícito 
que se trata de uma função definida num aberto e diferenciável. 


— 


Vimos na Seção 6.4 que se p e y, 
então w. a = IWI g ; se y for unitário, w . y = ly Na figura a seguir 
w: u = Ib wll ll u ll cos 0> SÈ y wu =Iwllcos 6: pur puit, 

onde y= Iywllcos 9: Diremos que o número 


y € a projeção de ;; na direção 


são vetores não nulos e 0 o ângulo entre eles, 


a 7E 


F ¿ a componente escalar de ,,, na direção 7? 
a = llw ll cos 8 é p w TE 


au 


du 


Veremos a seguir que = o» Yo) é a componente escalar de Y f(x, y ) na direção i 


0 0 


Suponhamos V f (Xp, Yo) 4 0 e E unitário. Seja 9 o ângulo entre V f (x¿, Yọ) € E Temos: 


== (Xp Yo) = FX» Yo) :-Uu= II ES (Xo Yo) | $ II u II cos 8. 
du 
Como 77 é unitário 


u 


— 
=x u 
a as (ro) 
qu 


LA (Xo» Yo) = II V f (xo. Yo) Il cos 6. 


du 

— 
— (Xp, Yo) € a componente escalar de V f (Xp, yo) na direção u. 
du 


> + 2 ð i Z 4 
ATENCAO: 2r (Xo; Yo) é número. 
du 


=> 
Teorema 2. Seja f : A C R? > |R, A aberto, diferenciável em o Yy e tal que V f (Xo vo) + ()- Então, o 
valor máximo de == (Xg-Yo) ocorre quando P for o versor de Vf( Xo Yo) isto é, 
du Jf 
T V f (xo, yo) OT ABN 
i = J o, Yo) e o valor máximo de 5, (Xo: Yo) € | V f (o, yO)! 
IV f (x0, Yo yl ðu 
Demonstração 


ð j 
= (xo; Yo) = II V f (xo, Yo) Il cos 6 
ðu 


=> 


of 
73 (Xo: Yo) terá valor máximo para 6 = 0, ou seja, quando i 


for o versor de V f (x, 
du 0 


OF 
y ). O valor máximo de 5 (o Yo) é então | V f(x,y) |l. 
0 du 0 0 
m 


O teorema acima nos diz, ainda, que, estando em (xo, yo), a direção e sentido que 
se deve tomar para que f cresça mais rapidamente é a do vetor V f (xo, yo). 


ðf 
EXEMPLO 1. Calcule E (1, 2), onde fix y) =x + xy, e y, O versor de 
ou 


a) $=(1,1) 
b) = = (3, 4) 


Solução 


Como f é diferenciável 


af —> 
TF 1,9=Vf(,2)- u. 


du 


V f(x, y) = Qx + y, x); logo, V £(1, 2) =(4, 1). 


E v [5 3 
a) u == | 55 | assim, 
lvl Ma NE 
of “Voa 5 
E nen ls 
du ¿ve ve y2 
— i “3 Ea 
b) u = E = =| 
lwll é ae 
3 6 
gr (1,2) = (4, 1): E S)= 
Sy dy E 


Bi 


EXEMPLO 2. Seja f (x, y) =x”. 


af 
a) Determine 7 de modo que — > (1, 1) seja máximo. 
ju u 


df 
b) Qual o valor máximo de —5 (1, 1)? 
du 


c) Estando-se em (1, 1), que direção e sentido deve-se tomar para que f cresça mais 
rapidamente? 


Solução 


vra n= | Za, n/a, D )- (2, 1. 
9 dy 


df 
a) Como f é diferenciável em (1, 1) e VF(1, 1) 4 (0, 0), segue que “5 (1, 1) é máximo 


du 
a EOD n (> =| 
E nv fa, piP 7 ST 515) 


If | 
by O valor máximo de > A, DÉNVEA, DIS v5, 
du 


o) Vf(1,1)=(2, 1) aponta a direção e sentido em que f cresce mais rapidamente em 
(1, 1). 


EXEMPLO 3. Admita que T (x, y) = x? + 3y” represente uma distribuição de 
temperatura no plano xy: T (x, y) é a temperatura no ponto (x, y) (supondo T em °C, x e 
y em cm). 


/ 


/ N 
a) Estando-se em | 2 


| ES : . . 
Te | qual a direção e sentido de maior crescimento da 
temperatura? Qual a taxa de crescimento nesta direção? 


Y 


b) Estando-se em Es , qual a direção e sentido de maior decrescimento da 


ye 
ES 


temperatura? Qual a taxa de decrescimento nesta direção? 


Solução 
/ LA À E e | 1 ae E ; 
a)VT | £ 5 | =(4,3)=4¡ + 3 aponta, em | 2, = , a direção e sentido de maior 
\ a) \ A 
f | Y 
VTA 
crescimento de temperatura. Nesta direção, u = 1 , , a taxa de variacáo da 
[v7 2,1) 


temperatura é máxima: 


k 


| = 5 (Clem), 


to | — 


í Y 
o que significa que, a partir do ponto | 2, — | e na direção e sentido de V T| 2, 
q gn q p p 4&7] 


temperatura está aumentando a uma taxa aproximada de 5°C por cm: 


x + 3y? = — 


sendo a aproximação tanto melhor quanto menor for o t. 


| Rm E E i PE? . 
b)-VT Í 2, z = —(4i + 3j) aponta, em | £ - | a direcáo e sentido de maior 
X F A ta J 
f ¡IS 
_ VT| 2, — | 
decrescimento da temperatura. Nesta direção, u = é a taxa de 
yv r| 2, — | 
\ 2) 
variação da temperatura é minima: 
v7(27) 
9T l | a ( 
E las)-vr(25] > [vr (24) 
Es 2 2 | C 23 
ðu [vz 2,5)| 
2 
ou seja, 
IT ( Y 
E NES | = —5 (Clem). 
— À J j 
du 


| a temperatura está decrescendo a uma taxa 
/ 


to |— 


Nesta direção e sentido, a partir de 2, 


aproximada de 5°C por cm. 
E 


EXEMPLO 4. Suponha que T (x, y) = 4x? + y? represente uma distribuição de 
temperatura no plano xy. Determine uma parametrização para a trajetória descrita por 
um ponto P que se desloca, a partir de (1, 1), sempre na direção e sentido de máximo 
crescimento da temperatura. 


Solução 


Por considerações geométricas, é razoável esperar que a trajetória descrita por P 
coincida com o gráfico de uma função y =f (x), comf(1)=1. 


Y T(x,)y) 


O coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de fem (x, y) é = = f' (x). Como VT 
dx 


(x, y) = (8x, 2y) deve ser tangente ao gráfico de f, em (x, y), devemos ter 
O D a 


f E = -> — i 2y | 
| Observe que a direção do vetor y T (x, y) = 8xi +2y ¡ tem coeficiente angular E 
nd ea xy 


Separando as variáveis em (1) e integrando, obtemos, 


1 
4 


, \ 
ATE” | 
y 4x j} 


Iny=— Inx+k 


Para que a condição f (1) = 1 seja satisfeita, devemos tomar k = 0; assim, 


l | 
Iny = 4 Inx ou y= x. 


Segue que y (1) = (t, 4/t), t > 1, é uma parametrização para a trajetória descrita por P. 
Outro modo de resolver o problema é determinar funções x (t) e y (t) tais que a curva y 
(1) = (x (0), y (£)) satisfaça as condições 


50 PEO) 


lyo) = (1, 1). 
Y O VTi) 
Y 
T(x,y=0 
Temos: 


y' (Ð) = VT (y (0) S (x(0), y (0) = (8x (1), 2y (Ð). 
Deste modo, x (t) e y (t) devem satisfazer as condições 
j = 8x 


4y =2y 


¡r(0)=1 e y(0)=1. 


Deixamos a seu cargo verificar que x = e, e y = e°, satisfazem as condições acima. 
Assim, 


y (Ù =(e% e”, 1>0, 


é, também, parametrização da trajetória descrita por P. 
E 


EXEMPLO 5. Calcule a derivada direcional de f (x, y) =x” + y? no ponto (1, 2) e na 
direção do vetor > E - j: 


Solução 


— 


of 
O que queremos aqui “= (1, 2) onde 7; é o versor de 2; ij 
du 


E "E E (2, =D 2 l 
V f(1, 2) = (2, 4) e SA 
(2, — ll y5 o 


assim, 


> 
BF nyaga (+ -)=0 E 
y5 ¿ye 


N 


Observação. Tudo o que dissemos nesta seção generaliza-se para funções reais de três 
ou mais variáveis. 


EXEMPLO 6. Calcule a derivada direcional de f (x, y, z) = xyz no ponto (1, 1, 3) e na 
direção 7 p E + a 


Solução 
0 => 
5 (1,1,3) =Vf(1,1,3): u 
du 


— 
onde y 7 é o versor de ; + f di E: 


rs IDA a TE] e Vf(1,1,3)=(3,3,1) 
| (1, 1, D| 3 "43 43 
Assim, 
ð 
Lary-gan (| + ps 
E 3 V3 43 43 


Exercicios 13.4 


1 of (Xp. Yo) 
* Calcule > **0* “0” sendo dados: 
du 
” 9 — = E 
af y) =x” = 3y, m = (1,2) e u oversorde21 + J. 


” ” —> 
DIF (x, y) = e* "Y, (Xo Yo) = (1, 1) e u o versor de (3, 4). 


s x =» l l 
of y) = arctg —, GoI)=0,3)e u =| ==, —= | 
y y2 42 


10. 


11. 


12, 


— — — 


df y) = V, (Xp, Yo) = (1,1)e u oversorde i + j. 


Em que direção e sentido a função dada cresce mais rapidamente no ponto dado? E em que direção e sentido 
decresce mais rapidamente? 


£ ” 7 
a)f (x,y) =x + xy + y“ em(l,1). 


b) f (x.y) = In II (x, y) Il em (1, —1). 


Afa y= y4- x? — 2y? em | l, 
\ 


to | — 


x of 
Seja f (x, y) =x arctg —. Calcule (1, 1), onde u aponta na direção e sentido de máximo crescimento de 
y du 
f, no ponto (1, 1). 
Calcule a derivada direcional de f(x, y) = 41 + x? + y2 no ponto (2, 2) e na direção 
— 8 => => 
a) v = (1, 2) b)w=-i+2j 
2 => 
Calcule a derivada direcional de f(x, y) = E no ponto (— 1, 1) e na direção » E E 
iS > dka 
Uma função diferenciável f (x, y) tem, no ponto (1, 1), derivada direcional igual a 3 na direção 3 Fi 4d j e 
igual a — 1 na direção 4 Fi = 37 Calcule 
VIA, 1). 
b) —S (1, 1) onde u éoversorde i + j. 
du 


Admita que T (x, y) = 16 — 2x2 — y2 represente uma distribuição de temperatura no plano xy. Determine uma 
parametrização para a trajetória descrita por um ponto P que se desloca, a partir do ponto (1, 2), sempre na 
direção e sentido de máximo crescimento da temperatura. 


Seja f(x, y) = xy. Determine uma parametrização para a trajetória descrita por um ponto P que se desloca, a 
partir do ponto (1, 2), sempre na direção e sentido de máximo crescimento de f. 


Seja f (x, y) = xy. Determine a reta tangente ao gráfico de f, no ponto (1, 2, f (1, 2)), que forma com o plano xy 
ângulo máximo. 


Seja f(x, y) = x + 2y + 1. Determine a reta contida no gráfico de f, passando pelo ponto (1, 1, 4) e que forma 
com o plano xy ângulo máximo. 


Um ponto P descreve uma trajetória sobre o gráfico de f (x, y) = 4x2 + y2. Sabe-se que a reta tangente em 
cada ponto da trajetória forma com o plano xy ângulo máximo. Determine uma parametrização para a 
trajetória admitindo que ela passe pelo ponto (1, 1, 5). 


Admita que o gráfico de z = xy represente uma superfície própria para a prática do esqui. Admita, ainda, que 
um esquiador deslize pela superfície sempre na direção de maior declive. Se ele parte do ponto (1, 2, 2), em 
que ponto ele tocará o plano xy? 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


Seja A = {(x, y) € [R?/5 — x2 — 4y2 > 0}. Suponha que o gráfico de z = 5 — x2 — 4y2, (x, y) € 4, represente a 
superficie de um monte. (Adote o km como unidade de medida.) Um alpinista que se encontra na posição (1, 1, 
0) pretende escalá-lo. Determine a trajetória a ser descrita pelo alpinista admitindo que ele busque sempre a 
direção de maior aclive. Sugerimos ao leitor desenhar o monte e a trajetória a ser descrita pelo alpinista. 


Suponha que T (x, y) = 40 — x2 — 2y2 represente uma distribuição de temperatura no plano xy. (Admita que x e 
y sejam dados em km e a temperatura em °C.) Um indivíduo encontra-se na posição (3, 2) e pretende dar um 
passeio. 


a) Descreva o lugar geométrico dos pontos que ele deverá percorrer se for seu desejo desfrutar sempre da 
mesma temperatura do ponto (3, 2). 

b) Quala direção e sentido que deverá tomar se for seu desejo caminhar na direção de maior crescimento da 
temperatura? 


c) De quanto a temperatura se elevará aproximadamente, caso caminhe 0,01 km na direção encontrada no 
item b? 
> 
e 2 
J 


d) De quanto decrescerá, aproximadamente, a temperatura, caso caminhe 0,01 km na direção 


Calcule a derivada direcional da função dada, no ponto e direção E indicados. 


— — — — 
a) f(x, y, 7) = xyz em (1, 1, 1) e na direção w =2 i + j — k. 
9 » > > > — 
b) f (x,y,z) =x" + xy +7 em (1, 2, —1) e na direção w = i +2j + E. 
A função diferenciável f (x, y, z) tem, no ponto (1, 1, 1), derivada direcional iguala 1 na direção E + 3 ko 
of 


; E us => A E E ch — (1.1.1) 
igual a 2 na direção _ 4i +3j° igual a zero na direção j Calcule o valor máximo de” > ts $ 17, 
du 


— 


Seja f (x, y) diferenciável e sejam u 


— 4 E n 
e y dois vetores de R? unitários e ortogonais. Prove: 
— p — 


a of 
V f(x, y) = E (%, y) u + E (x, )) v. 
— => 
du dv 


i ` 
f P > > 


(x, y) são os componentes de V f(x, y) em relação à base (u, v). 


=== VJ'€ 
— è — 


ðu ðv ¿ 


Seja g C, 0) =f (x, y), com x = r cos 0 e y =r sen 0, onde f(x,y) É suposta diferenciável num aberto do [92. 


Sejam Mostre que 


u =cosĝ i +senĝ j ev =—senĝ i +cosð j 


, E - 

al =m zr. (x, ye = 98 (7,0) = LA (x, y). 
dr H róð = 

du dv 


af 
b) Vf(x,y) = ea (x, y) u + fr. y) v. 
du ðv 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


> 


5 
P — 1 - 
JUV FC, y) I? = | 08 (r, o | + y e ES J , onde x = r cos Qe y = r sen 0. 
“Lô 


dr ro 


4 
y 
Calcule || V f (1, 1) || sendo f(x, y) = | arc sen 
2 3 |” " 
Jx? + y 


(Sugestão: Faça g (r, 0) =f (x, y), com x =r cos de y =r sen 0 e utilize o item c) do exercício anterior.) 


Suponha f (x, y) diferenciável no aberto 4. Sejam (s, f) as coordenadas do vetor (x, y) em relação à base E 
>), onde yy a Considere a função g dada por g (s, ) =f ( 
y? u =(cosa,sena)e v = (—sen a, cos œ); “Considere çao g dada por g $s, X, 


y). Mostre que 


ð af ð óf 

za (s, $) = es (x, y) e zi ls, É) = s (x, y). 
t 

ðs ou ð Em 


Interprete. 


x 
Seja f(x, y) = ———> se (x, y) É (0,0) e f (0, 0) = 0. Mostre que 
» ia i A 


óf . E i >u l . 
— (0,0) F V f(0,0) + u,onde u = | ——, —— | Explique. 
2" 42 
du 
Seja f (x, y) diferenciável no aberto 4 de [R2 e sejam y (1) e ô (t) duas curvas definidas e diferenciáveis num 
intervalo aberto Z e com imagens contidas em A. Suponha y (to) = ô (to), 
— 


, 


II y (tg) l= 1.18 (tg) Il = 1, Vf CY (to) * 0e y (to) o versor de V f (y D- Suponha, ainda, que y 


(to) não seja paralelo a ô' (to). Prove que existe r > 0 tal que 


fy O) >f (8 (0) para to < t< to +r 


e 
fiy (1)) <f(8 (1)) para to m A to- 

Interprete. 

Seja f (x, y, z) diferenciável num aberto do [Rê e sejam ma a e J vetores do |R’, unitários e dois a dois 


ortogonais. Prove: 

ðf Bá = > 
Vfix, y, p= — x,y) u + — (xy D v + — (xyz w. 
y À > i > à = À 


du dv ow 


Seja F (r, 0,2)=f(x, y, Z), com x =r cos 0 e y =r sen 0, onde f é suposta diferenciável num aberto do R3. 
Prove que 


— — — 


ðF l 9F OF 
VIERD= NÃO +t- Si oo voe mr So É 


dr rð Oz 


> > > >» > > 
onde u =cos0 i +senĝ j ev =—senQ i +cosô j. 


25. Seja F (r, 0, p) =f (x, y, z), com x =r sen y cos 0, y =r sen y sen 0 ez =r cos q, onde f é suposta 
diferenciável num aberto de [93. Prove que 


oF Fa l ðF ra l GF Ex 
Vf (x y, z = — (1,0, p) u + ——— — (r, 0.) v + — — (rop) w 
ðr rseng 00 r dp 
— > 
onde u = (sen pcos 6, sen p sen 6, cos p), v = (—sen 6, cos Q) e 


— 
w = (cos pcos 6, cos p sen O, —sen q). 
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DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES 


14.1. DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES 


| i | ~ ôf af 
Seja a função z = f (x, y); na Seção 10.1 vimos como construir as funções = e S Da 
dx oy 


mesma forma, podemos, agora, construir as funções: 


CAE PEAGA a? f =Z fL) Ef qa (22) 
f 


dy \ðy j ðxðy dxldy) ðyðx ðy\ðx 


f ð E | a? f ð | 92 f | 
Ee >, — = — | — + | eto. 


dx? ox | ox ) dxdy ox dx | odyox 


EXEMPLO 1. Seja f (x, y) = 4")! — 6x?y + 3. Calcule todas as derivadas parciais de 
2.º ordem. 


Solução 


of of 7 A 
Seg y)= 20x%y* = [2ye o y) = l6ry — 6x”. 
dx dv 


E . 
DÊ ð (ð 1) 
E / (x, y) = + (LE cs, y] = (20: *y* — 12xy) = 80x4 = 1 
ðX ; ðx 


y JA . N 
go ð fð 1) 
SERE. (x, y) == 2 x y | = L (20x*y* — 12xy) = 80x%y* — 12x. 
dy dx dv \ dx dy 
a? 
d 


2f ð (af | ð 5 x. 
- J (x, y) = — [5 EX v = rr 16 y* sá 6x2) = 48 y”, 
dy? av lay ðy 


92 f a (af X ð 7 : á 
o: C O 0 5 5 
— (x, y) = — (2 1 ) = —( 16 y” — 6x) = 80x*y” A al 
dx dy dx | dy dx 


a? f 


7 
Note que, neste exemplo, (x, y) = Ea y), para todo (x, y) € R2. 
IX dy dy ðX 
E RA 
EXEMPLO 2. Seja f(x,y) = 42 4 2 AVF AD) 
0 se (x, y) = (0, 0). 
Mostre que 
q? q? 
a) — f (0,0) = O b) — Í (0,0) = 1 
x Oy dy dx 
Solução 


Est f ð 
a) Devemos, primeiro, determinar E Para (x, y) + (0, 0), temos: 
O. ) 


Em (0, 0) temos: 


of (0,0)= lim 
y y=>0 


, 


F(0, y)— f(0,0) 
y 


= 0. Assim, 


af xy* + 3x3y? 
a (x, y) = (x? E y? y? 
É 0 se (x, y) = (0, 0). 


se (x, y) + (0, 0) 


Temos, agora: 


Jf f 
2 (1,02 (0,0) en 
LL (0,0)= lim 2 “Y =Qouseja —(0,0)=0. 
OX dy x>0 é a É dx dy 
RACE as 
ads O dl) >. É i 
b) E (x, y) = | (24 22 PAU (verifique). 
dis lo se (x, y) = (0, 0). 
a $ a F 
jis Loy-Lo, 0) >, 
2-(0,0)= lim 2 od =1ou seja, —(0,0)=1. a 
dy dx y>0 ==) dy dx 


; ; a+ f DT 
O exemplo anterior mostra-nos que a igualdade = ti (x, y) == J (x, y) nem 


dx dy i dv dx 
sempre se verifica. O próximo teorema, cuja demonstração é deixada para exercício 
(veja Exercício 15), fornece-nos uma condição suficiente para que tal igualdade 
ocorra. Antes de enunciar tal teorema, vamos definir função de classe C”. 

Uma função f: A C R — R, A aberto, é dita de classe C" em A se f admitir todas as 
derivadas parciais de ordem n continuas em 4. 

O teorema que enunciaremos a seguir conta-nos que se f for de classe C? em 4, A 
ef 0f 
PR ERP 
dx dy  0yóx 


aberto, então as derivadas parciais mistas serão iguais em 4. 


Teorema (de Schwarz). Seja f:A C [92 > R, A aberto. Se f for de classe C2 em A, 


mo) r E e 
d+ as 

PU jas 
ox dy dy dx 


(x, y) 


para todo (x, y) € 4. 


Exercicios 14.1 


1. Calcule todas as derivadas parciais de 2.* ordem. 
a) f(x y) =x y 


b) Z=e y 


c) z=1n(1+x2+y) 


d) g(x, y) = 4y t y? 


Verifique que x 
TEA dx dy 


D 9 
9? 32 l 
f Pe + A f (x, y). Verifique que 
dy dx 
a of 
a) x H (%, y) + y Í (x,y) = — ALDA y) 
0x* dy dx Óx 
of a? f 4 
b) J É h aa Í A = E 
gx? ay? (x? + y?) 
Br. dr 2 2 
. Verifique que — —=0, onde f (x, y) =ln (x +y ). 


- X 
as 


a onde _ 
av ¿=(x+ ye? 


Sejamf g : A C R — R, A aberto, duas funções de classe C? e tais que 


Prove que 


IRSE a DR 

dx dy O) dx 

ð? q? x 32 
Log p Baudi y 

dy” 0x“ dy” 


Sejamf: 4 C R — R de classe C no aberto A. Justifique as igualdades. 


1) Pie T b) E i i >) A i 
( ——— = c = 
ðxðy  0ydx dx dz  ðzðx dy dz dzdy 
. y . - — l . 
. Seja $ y 2) ===>. Verifique que 
PE Ea 
Cr Of oT 
RR 
dx dy” dz 
E apem a? f ef 
Seja f(x, y) = És 2 + y? se (%, 970,0) Calcule! E 24 (0, 0). 
l y dx dy dy dx 


se (x, y) = (0, 0) 


9. Seja u (x, t) =A sen (alt + q) sen Ax, com 4, a, À e y constantes. Verifique que 


À o, 
deu o 0%u 
Re A 
gt- or- 


10. Seja u =f (x — at) + g (x + at), onde f e g são duas funções quaisquer de uma 
variável real e deriváveis até a 2.º ordem. Verifique que 


aP y) 
du 5 0SU 


ðt? dx? 


11. Sejamx = x (u, v) e y = y (u, v) duas funções que admitem derivadas parciais 
num mesmo aberto 4. Suponha que (1, 1) € 4 e que x (1, 1) > 0. Suponha, ainda, 
que para todo (u, v) € 4 


3 3 
x +y =u-—vexy=u- 2v. 


dx 
Calcule —| _ 
du u=1 
| 


12; des a l 
Seja z = xye”. Verifique que 


0%z az 
EN =0 


x 
” 3 a ” > 
dx” dy Ox” 


13. Seja z =f (x, y) de classe C? no aberto 4 e seja (xo, yo) € 4. Suponha que f (xo, 
Yo) > f (x, y), para todo (x, y) € A. Prove que 


— (Xp Jo) 0 e — (Xp, Yo) =S 0. 
Interprete graficamente. 
14 . x — y? u s 
* Sejaz =Í | sen 12 dt | du. Calcule 
| 0 
02z 0? 


a) pS 
dx dy Du) Ms 


Df of ; 
15. Seja z = f (x, y), (x, y) E 4, com A aberto. Suponha que aL e a estão definidas 
O. dovy 


A o i 
EE = 
dx ðy dydx 
A; seja B uma bola aberta de centro (xo, yo) e contida em 4. Sejam h e k tais que 


(xo + A, yo + k) pertença a B. Seja, ainda, 


em 4 e que são contínuas em 4. Seja (x , y ) um ponto qualquer de 
0 0 


H (h, k) =f (xo + h, yo + k) — f (xo, Yo + k) = f (xo + h, yo) + f (xo, yo). 


a) Considere as funções ¢ (1) = f (t, yo +) — f (t, yo) e p (s) = f (xo + h, 5) — f (Xp. 5). 
Mostre que 


H (h, k) = ẹ (xo + h) — ẹ (x0) = p Oo + K) — P o). 


b) Prove: existe tı entre xo € xo + A tal que 


ôf ôf 
e (xo + h) — (Xp) = Et) h = Es (ti. yo + k) — a) (ti. Yo | h. 
i i dx dx 


c) Prove: existem t; e sı, com f; entre xo e xo + A e sı entre yo € Yo + k, tais que 


9º 
H (h, k = J (ts) = e (xo + h) — q (xo). 
dy Ox 


d) Prove: existem t e s2, com t entre xo € xo + h e s2 entre yo € yo + k, tais que 


07] 
H (h, k) = — (t, s2) = P (Vo + K — P Oo). 


dx dy 
di 02 f 
ó 6 
e) Prove: S E (Xp. Yo) = PE (Xo: Yo): 
0x0y ~ dy ðx 


Observacáo. A razáo de considerarmos a expressáo H (h, k) é a seguinte: 


of f (xo + h, yo)— f (xo. Yo) 
= u Sse a; 
ðx 


h=0 h 
of of 
+3 (xo. Yo + k) — sr (Xo, Yo) 
o Ox dx 
(to: Yo) = lim >>> >>> 
dy dx k => 0 k 
 fOo+th yo +K)— flo, Yo + k) im ÍCXo + h, yo) — fo, Yo) 
im Co ooooalm (A As 
k>D h h>0 h 
= lim 
k>0 k 


. ; FO) + A, vo + k) — fio. yo + k) — flo + A, Yo) + f (Go. Yo) 
lim lim —_—_—— —————— -x>-_—_—_ _—_—_—___ | 


k=>0|h=> 0 hk 


14.2. APLICAÇÕES DA REGRA DA CADEIA ENVOLVENDO 
DERIVADAS PARCIAIS DE ORDENS SUPERIORES 


Sejamf (x, y), x =x (t) e y = y (t) diferenciáveis. Pela regra da cadeia, temos: 


dx > df dy 
el ERA SÉ (a PT ay 
si I= dt dy dt 
ou 
dx dy 
= ifa yl=V f(x, y): (E dy. 2) 
dt dt. 
ð 
Suponhamos, agora, que as funções = e L, sejam também diferenciáveis. O 
dx Oy 


gradiente de — em (x, y) é: 
ðx 
vL (a, La, La, ») 
d ) dy j 


ou seja, 


Temos, então, pela regra da cadeia: 


SE, ») =y (a (E = = 2f (x, ye + — (x, ye. 
E 


dt | 9x dt dt dx dx dt ðy\ðx dt 
Assim, 
d [a - 3? d 
EE »|= DO io E qu 
dt | dx dx dt ay dx dt 


e, portanto, 


0 a? dx, 8? dy 
al (x, y) | =— f E À ra 1i y a 
T l dx dy “dt y 


EXEMPLO 1. Suponha f (x, y) de classe C? num aberto do [R?. Seja g (1) =f (3t, 2t + 
1). Expresse g”(t) em termos de derivadas parciais de f. 


Solucáo 
g (1) =f(%, y), x= 3te y = 21 + 1. 
of of dy 
gm. (x, y) TRA y EL o, y= 
GF ] E PT 
ou seja, 
g o= g y +2 Sy y). 
Entáo, 
d 
(1) g” (t) = 3 | f x »|+2 La 2) 
E d dy 


1 [a 92 ix e ly 
E e (x. y ] = — f X. y 2 d $ (x, y 2 
ax? dt dyóx dt 


d |ð 9? dx 0? dy 
LL y) Ps qe e PTA 
dt | dy dx dy dt dy? dt 
dx dy 
Substituindo em (D| lembrando que T =3e E =2 | vem: 
a? + 92 32 
ds ps 
dd EDET CO apa If y +4 qe 
dx dy dx dx dy dy? 
o 
Como f é de classe ga E a ar . Logo, 
ðyðx dx dy 
32 a2 32 
g (t) = E uT. —— (x, y) + 4- S oy y) 
Ox Oy ay 


ondex=3tey=2t+1. 


EXEMPLO 2. Sejam f (x, y) = xf, x = 3t e y = 2t + 1. Calcule g” (t), sendo g (t) =f 
Gr, 2+1). 


Solução 
1.º processo (pela regra da cadeia) 
e (=f (x,y) x=3tey=2t+1. 


Pelo exemplo anterior 


aP ” 
ayan EL a de A 
OX dy? 


dx dx dv 


g (1) =9 


onde x=3tey=2t+ 1. Tendo em vista que 


"E 2 = 
gs gs 3 9 a 
- % y) = 2034, DL (x y= 20x*y La yA 121%y 
dx” dx dy dy” 


resulta, 
g" (1) = 180%y* + 240x ty” + 4817 y” 

e, portanto, 

g" (1) = 180 (30 (21 + 1)! + 240 Gu)" (21 + 1 + 48 (307 (21 + 1). 
2.º processo 

g (0) = (307 (21 + 17. 
g' (1) = 15 GO (2t + 1 + 830 (21 + 1). 

Portanto, 
g" (1) = 180 (30 (2t + 1)! + 120 (30º (2t + 1) + 120 (30* (21 + 17 + 48 (307 (21 + 1) 
ou seja, 
g" (Ò = 180 (30% (2t + 1)! + 240 (30* (21 + 1)? + 48 (30? (21 + 1). a 
EXEMPLO 3. Suponha f (x, y) de classe C? num aberto de R°. Seja g dada por 


0 
g (1) = 2 ox y), 
dx 


onde x =? e y = f. Expresse g' (t) em termos de derivadas parciais de f. 
Solução 


Pela regra de derivação de um produto, temos: 


ð e a, 
g (1) = 2t La, y) + pe of (x, y) |. 
AX 1 i 


l dt | dx 


Como 


dt lg dx | dx dt ay dt 
9 
ar E dx 9? EA 
(X; y)— + (x . y A 
9x2 na: dy dx A E E 
2 - 
= 2 EL qx, y) + 38 DT e 
dx dy dx 
resulta, 
ra? , 22 
g (t) = 21 y) + 26 AR y +342 Eo y). " 
dx dx” dv dx 


EXEMPLO 4. Seja z = f(x,x”) onde f (x,y) é de classe C? num aberto de R’. Expresse 


d?z 
dx? 
Solução 
z = f (x y), onde y = x 

dz d 

ço == y] = La, OS vo 
ou seja, 

£ = “Le, y) + nka y). 

Segue que, 
© e = e E (x » + L E (x, » | 
Temos: 


ou seja, 


xo 


A d a 32 32 
(2) — po LX » = 0 f x y + 2x 0 sj (x, y). 
gr“ dv ax 


d ð ; d |ð 
— wE q) Laya La J 
dx dy dy dx dy 
a > 
J 9? a? 
E js i x; 2x Fa 
y ðx dy ðy 
ou seja, 
© EA E y) 228 q À Ra a eS (x, y) + 4x? EF q y) 
e de py? E: += A E per a 


Substituindo (2) e (3) em (1) e lembrando que fé de classe C?, resulta: 


A É, "> 
ERR sy y" 94 ð 
a = f E) a EL qu, VIE 4x? Ife y) + ALI y). E 
ðx4 dx dy dy? dy 


EXEMREO E Rr z=f(u-—2v,v+2u) onde ef (x, y) é de classe C? num aberto de R°. 


Express 
du? 
Solução 
Z= f(x, y), x =u-— 2ve y = v + 2u. 
ji ð dy 
UFG y)] = E yE+ ne 
ii du dy du 
Segue que, 
y) 
DE a Y i 
tS ajea F ) 
du? du ð 
Como 


ð |ð ð (af ðx ð 
2 1 y) Lay A A 
du | dy dx 1 dy du dvidy 0 
a? £ > o 
dé g“ 
= J ix T2 f (x, y) 
dx ðy dy? 
resulta 
a2 ara 27 
07 Š y" ds 
E E Lyra LL al (x,y) + 4 Lía, y. i) 
gu“ a dx dy dy” 
EXEMPLO 6. Mostre que a mudança de variáveis x = e" e y = e” transforma a equação 
” ” 
LIE 207 “OZ OZ 
Xx—sEy — = 1 
OX“ dy” OX ð y 
em 
E S 
DE AN 
E E - =1 
dus avs 
Solucáo 
== eya, 
Temos 
OZ _ 0 dx , 92 dy 
du ðx du dy du 
ou seja, 
dZ u OZ 
— = e PE 


ABUSOS DE NOTACÁO. Aqui => deve ser olhado como função de x e y, enquanto 
x 


— deve ser olhado como função de u e v 


du 


E 


dz ð 
a e E au 


Segue de (1) que 


927 
e 
dus Ox ðu | ox 
Tendo em vista que 
a [az]_ o(o2)ox, ð (92)9y 02z 
A 
du | dx dx ox) ðu dyidx)/ du gx“ 
resulta 
a = a 
ES 9“Z OZ , Qu 0%Z 
© ANA 
due dx dx“ 
Procedendo de forma análoga obtém-se 
> ? 
é 0º Z âz 2y ð“ Z 
© — ge =+e —, 
dv? dy dy” 
Somando-se (2) e (3) resulta 
Fe: Po PE i ô 
4 o 4 0 4 Os , 
E itev Ss A 
dut  ðv4 dx dy? dx dy 
aZ > az dz dz 
“s + y” L > + X + + y — — l B 
x dy 


Exercícios 14.2 
(Quando nada for dito sobre uma função, ficará subentendido que se trata de uma função de classe C2 num 


aberto.) 
Expresse g' (t) em termos de derivadas parciais de f, sendo g dada por 


l. 
a) g (1) = ôf ox, T i Pe y = sent. 
dx 
af 
b) g O = P 2L (31,29. 
ðx 


E 10 
(È, 21) + 5— (sen 3t, t). 


of 


A A e o a 
dx dy 
2. Expresse g” (f) em termos de derivadas parciais de f, sendo g (1) =f (St, 41). 


3. Considere a função g (f) =f (a + ht, b + kt), com a, b, h e k constantes. 


6. 


7. 


8. 


9. 


10. 


a) Supondo f (x, y) de classe C2 num aberto de [N2, verifique que 


» 92 f 32 f y? 
g" (1) =h? Dx, y) + 2hk nr É qui) 
Ox” dx dy dy? 
ondex=a+htey=b+kt. 
b) Supondo f (x, y) de classe C3 num aberto de [N2, verifique que 
a3 g 34 a3 re ció 
310 f a O ctas RR 3 07 

2” =k —z (x, y) + y L S, y) + 3 E e, DFE LEA y) 

dx” dx* dy dx dy” dy” 


onde x=a+htey=b+kt. 


Considers a função h (x, y) =f (x2 + y2, x2 — y2), onde f (u, v) é o de classe C2. Verifique que 
02h ô ô ð? 2 
~% y) =2 La ELA nta f (x, v) + 2 Hi (u, v) + —— (u, v) 
Ox? du dv qu? du dv av? 
onde u =x? + y2 e v = x2 — y?, 
; E ôf l 
. Considere a função z = —— (x, sen 3x). Verifique que 
dx 
dz 3 a? 
= = er —— (x, sen 3x) + 3 cos 3x f (x, sen 3x). 
dx dx? dy dx 
` Dash 
Considere a função 7 = x E X ). Verifique que 
y 
dz _0 3 E 20? 
A A I= eS (2x, ©) + 3x? Lor, E! 
dx dy dx o dy? 
Seja g (u, v) =f Qu + v, u — 2v), onde f (x, y) é suposta de classe C2. Verifique que 
ð? 02 f 02 f 
Ea pn E UL 
dut dv? Ox” dy” 
Seja v (z, 0) = u (x, y), onde x =r cos 0 e y =r sen 0. Verifique que 
ðu u dv 1d 1 8v 
==. É E > AS ESP 
oax de o rar r- qo 
Sejam f (x, y) de classe C2 num aberto de R2, g (x) derivável até a 2.º ordem num intervalo aberto / e tais que, 
para todo x €E J, f(x, g (x) =0 (isto é, y = g (x) é dada implicitamente pela equação f (x, y) = 0). Expresse g” 
(x) em termos de derivadas parciais de f. 
Suponha que f (x, £) satisfaça a equação 
T a 2 
E | 
D E al 
dx” ot“ 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


2 


â 
) Verifique que g (u, v) =f (x, £), onde x =u +v e t =u — v satisfaz a equação 8 = 0. 
dv du 
b) Determine uma coleção de funções f (x, £) que satisfaçam O. 
Suponha que f (x, £) satisfaça a equação 
EF a OF 
© Ei =¢? Í (c + O constante). 
ðt“ ax“ 
a) Determine constantes m, n, p e q para que g (u, v) =f (x, £), onde 
. . Og 
x = mu + nv e t = pu + qv satisfaça a equação — = 0. 
du dv 
b) Determine uma família de soluções de (2). 
Seja F (r, 0, £) =f (x, y, t) onde x =r cos O e y =r sen 6. Suponha que (c + O constante) 
8? f (Zf 2f 
E. mR 2 
ðt“ Ox” dy” 
Mostre que 
2F a|92F 1 92F 10F 
A eia a nie e ne s ai 
Ot? ðr“ r^ 00º r dr 
u u a2 z 22 z 
Sejam z =z (x,y), x =e cosvey=e sen v. Suponha que —> + —> = 0. Calcule 
0x* dy? 
öz 9º 
= > o dE 
du” dv? 
y F (x, y y o? F 92 F 
Sejam G (u, v) = ENEI =x+yev=-. Suponha que RR OAE T 
; x dx” dx dy 
Calcule E 
dv 


a) Ache uma função u (x, y) da forma u (x, y) = F (x2 + y2) que satisfaça a equação de Laplace 


ðu du 
AN 
Ox” dy” 


b) Faça a mesma coisa para funções de três ou mais variáveis. 


Verifique que a mudança de variáveis x = s cos 0 — t sen 0 e y = s sen 0 + t cos 0 com O constante, transforma 


a equação 


ðu ðu 
— + —7=0 (u = u(x y) 
0x?* dy” 


em 


92u 92u 
= 0 (u = u (s, t)). 


em Sd 
ds” ot” 


17. Verifique que a mudança de variáveis u =x + y e v =y + 2x transforma a equação 


a? 3? q? 
A oZ oz 
© --3— +2 — = 0 
gr“ dx dy dy? 
em 
y l 
dzz 
=0. 
du ðv 
Determine, então, uma coleção de soluções de (3). 
18. Suponha que z =z (x, y) satisfaça a equação 
2 2 a 
2 0ºZ 0*z dz 32 
TN OR =x) 
Ox” dx dy ðx 
o y ð? z ð? z 
Fazendo a mudança de variáveis x=e ey=e , calcule +2 —2 


> = a 
duo du dv 


15 


TEOREMA DO VALOR MÉDIO. FÓRMULA DE 
TAYLOR COM RESTO DE LAGRANGE 


15.1. TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


Um dos teoremas centrais do cálculo de funções reais de uma variável real é o 
teorema do valor médio (TVM). Nesta seção, vamos estendê-lo para o caso de funções 
reais de duas variáveis reais e deixaremos a cargo do leitor a tarefa de generalizá-lo 
para funções reais de três ou mais variáveis reais. 

Antes de enunciar e demonstrar tal teorema, vamos introduzir os conceitos de 
segmento e poligonal. Sejam Po e P, dois pontos do R°; o conjunto 


PoP; = {P E R? IP = Po + A (P; — Po),0 SÀ < 1) 


denomina-se segmento de extremidades Po e Pı. Sejam, agora, Po, Pi, P2, ..., Pap n +1 
pontos distintos do [R?; o conjunto 


PUBS OPS coa 
denomina-se poligonal de vértices Po, Pi, ..., Py. 
P 
Es 
P, 
P, 
n Y bh , 
P 


| 


segmento de extremidades Pa e P, poligonal de vértices Po Pi P,P P, eP, 
k a - pa] — 


Teorema (do valor médio). Sejam A um subconjunto aberto do [42, Po e P1 dois pontos de A tais que o 
segmento PoP1 esteja contido em A. Nestas condições, se f (x, y) for diferenciável em A, então existirá pelo 
menos um ponto P interno ao segmento PoP1 (isto é, P pertence a PgP4 mas não é extremidade) tal que 


fPp-F(Po) =VICP)-(P, — Po). 


Demonstração 
Consideremos a função g : [0, 1] — R dada por 
g (1) = (Py + 1(P, = Pp)),0=1=1. 


Esta função g fornece os valores que f assume nos pontos do segmento PoP,. Da 
diferenciabilidade de f em 4, segue que g é contínua em [0, 1] e derivável em ]0, 1[. 
Pelo TVM existe 7 em JO, 1[ tal que 


g (1) — g (0) = yg” (7). (1 — 0), 

ou seja, 

g (1) — g(0)= g' (F). 
Como g (1) =f (P1) e g (0) =f (Po), resulta 

HPD FP) =8' (t). 
Pela regra da cadeia 

g' (0) =VF(P+tPL- Po): Y (0 
onde y (£) = Po + t (Pi — Po). Temos 
y (t) = Po + t (P4 — Po) > Y (0) = P4 — Po- 
Assim, 
8 (10=VWfF(R++1A-A):(A-A) 


onde P=Py+1f(R—R)) é um ponto interno ao segmento PP, pois 0 < F < 1. 
Portanto, 


FP) -FP)=VYIF(P) (P — Po). E 


Pelo TVM existe P interno ao segmento PoP; tal que 


>] > a faca om — P 
f(A) = F()= VIP (A - R) = VA P) ADD nan. 
IA — Pll 


A -— By 


— 
Fazendo u = ————— resulta, 
IA — Py 


= —> 
PD FP = VFB): a JAP, — Pol 
ou seja, 


pe) f) =- PIA -Ri 
du 


ou ainda, 


(PFP Y 5 
Jd) % p, (R +R) 
IA — Pl > 


du 


Assim, se f (x, y) for diferenciável no aberto A e se PP, C A, então existirá P 


: E Re T sa B -—R 
interno a PP tal que a derivada direcional de f, em P, e na direção u = Laa a E P 
M pe 


é a taxa média de variação de f entre os pontos Po e Pi, Po AP). 


Observação. O enunciado do TVM para função real de n variáveis (n > 2) é o acima, 
substituindo R° por Rn. 


Exercícios 15.1 == 


1. Determine P = (¥. Y) como no teorema do valor médio, sendo dados: 


a) f (x, y) = 2x2 + 3y, Po = (1, 1) e P1 = (2, 3). 
b) f (x, y) = 2x2 — 3y2 + xy, Po = (1, 2) e P1 (4, 3). 


c) f x,y) =x3 + xy?, Po = (1, 1) e P1 = (2, 2). 


2. Seja f (x, y) diferenciável em [R2 e suponha que existe M > 0 tal que ||V f œ, y)|| < M, para todo (x, y). Prove 
que 


PF y) =f, D <M || (06,7) — (8, |) 


quaisquer que sejam (x, y) e (s, £) em [P2. 


3. Seja f (x, y) = In (x + y). Prove que 


FE y) fs, DII (0, y) (5, 2) | 


quaisquer que sejam (x,y) e (s, f), comx>1,y>1,s>let>1. 


15.2. FUNÇÕES COM GRADIENTE NULO 


Estamos interessados, agora, em estudar as funções que têm gradiente nulo num 
aberto. Se f (x, y) for constante num aberto A de R°, então V f (x, y) = (0, 0) para todo 
(x, y) € 4. Entretanto, pode acontecer de uma função ter gradiente nulo em todos os 
pontos de um aberto sem ser constante neste aberto: a função 


[2sey>0e0<x<l 


1 ey>0el<x<2 OPEN nas 
l | 
2 


tem gradiente nulo no aberto A = f(x, y) ER |p>0,0<x<10u 1 <x=<2), mas não é 
constante em 4. 

Provaremos a seguir que se uma função admitir gradiente nulo em todos os pontos 
de um conjunto 4 conexo por caminhos, então a função será necessariamente constante 
em 4. Dizemos que um conjunto aberto A é conexo por caminhos se, quaisquer que 
forem os pontos P e Q pertencentes a 4, existir uma poligonal, de extremidades P e O, 
contida em 4. 


f(x, y)=: 


EXEMPLOS 


a) A = R é conexo por caminhos. 
b) Toda bola aberta é conexa por caminhos. 


c) 


a O o any, 


mk 


E á 
| econexo por caminhos 
| 
I 


> SA A E 
d) A = {(x,y) ER” Iy>0,0<x<loul<x<2] não é conexo por caminhos. 


Qualquer poligonal ligando P a O tem pontos que náo pertencem a 4. (Observe que os 
pontos (1, y), y > 0, não pertencem a 4.) 
E 


Teorema. Seja A C [92 aberto e conexo por caminhos. Nestas condições, se V f (x, y) = (0, 0) para todo 


(x,y) em A, então f será constante em A. 


Demonstração 


Seja Po = (xo, Yo) um ponto de 4; vamos provar que para todo 
P= (x,y) € A, f (x, y) =f (xo, yo). Como A é conexo por caminhos, existem pontos P,, 
Pa, ..., Pn-1 € P, = P pertencentes a A tais que a poligonal PoP, U P¡P, U ... U Pn- ¡Ps 
está contida em 4. 


Pelo teorema do valor médio, para todo i existe P interno a Pi, P;(i=1,2,...,n)tal 
que 


FP) FP) = Vf(B) (P¡—P;- 1) 


e como Y £(P)= 0 (hipótese) resulta 


FP) =f(Pi-1) 


para i = 1, 2, ..., n; assim, 


SDSS PDSS P) SSP 


e, portanto, f (x, y) =f (xo, yo). Fica provado assim que, para todo (x, y) € A, f (x,y) =f 
(xo, Yo), ou seja, f é constante em 4. 
E 


15.3. RELAÇÃO ENTRE FUNÇÕES COM MESMO GRADIENTE 


Teorema 1. Seja A C [92 aberto e conexo por caminhos e sejam f, g duas funções que admitem derivadas 
parciais em A. Nestas condições, se V f(x,y) = V g (x,y) para todo (x, y) € A, então existirá uma constante k 
tal que 


g0,7)=f (x, y) + k 


para todo (x, y) em 4. 


Demonstração 


Seja A (x, y) = g (x, y) -f œx, y), (x, y) E A; como 


Vh (x, y) = V g (x, y) — V f (x, y), (x, y) E A, 


segue da hipótese que V A (x, y) = (0, 0) para todo (x, y) € 4. Como 4 é conexo por 
caminhos, resulta que h é constante em 4; logo, existe uma constante k tal que A (x, y) = 
k em A, ou seja, 


gy) =f 00,7) +k 


para todo (x, y) € 4. 
E 


O teorema acima nos diz que duas funções com gradientes iguais num conjunto 
conexo por caminhos diferem, neste conjunto, por uma constante. 


EXEMPLO 1. Determine todas as funções f (x, y), definidas em Rº, tais que 


Ea = 3x2 y2 + 4 
(1) J dx 
Es = 2x)y + y 
(dy 


Solução 
Observe que duas funções que satisfazem (1) terão gradientes iguais; logo, deverão 


diferir por constante, pois R é conexo por caminhos. Basta, então, determinar uma 
solução de (1) e qualquer outra será esta mais uma constante. A função 


xy + 4x 


satisfaz a 1.º equação (obtém-se tal função integrando-se a 1.º equação de (1) em 
relação a x, mantendo-se y constante). Por outro lado, 


satisfaz (1). (Por quê?) Logo, 


ja 
FO y) = xy Hart + (kE R) 


- 


é a família das soluções de (1). 
E 


Sejam P (x, y) e O (x, y) duas funções dadas, definidas num aberto 4 do R’. O 
problema que se coloca é o seguinte: o sistema 


ro y) 
dx 
Y =Q (x, y) 
(dy 


admite sempre solução? A resposta em geral é não. A seguir apresentaremos uma 
condição necessária para que o sistema admita solução. 


Teorema 2. Sejam P (x, y) e Q (x, y) duas funções definidas e de classe C1 num aberto A do Q2. Uma 
condição necessária para que exista uma função f : A > [92 tal que, para todo (x, y) € A. 


Lx y) = P(x,y) 


EM y) = O(x, y) 


do aP 
e que =— = —— em 
dx dy 
Demonstração 


Suponhamos que tal f exista; assim 
C (x, y) = P(x,y) 
Jox 

| of 
— (x, y) = Q(x, y) 
z Q(x,: 


em A. 


Derivando os dois membros da primeira equação em relação a y e os da segunda em 
relação a x, obtemos, para todo (x, y) € 4, 


9” f 


dy dx 


gP 
(x,y) == (x,y) 
Jy 


2 = x ) 
Ed (x,y) = oQ (X,Y). 
dxdy ` dx 


Como P e O são supostas de classe C', resulta que f será de classe C’; pelo teorema de 
E a DT 


ðxðy dx 


Schwarz Logo, 


) ) a E 2 
Como > (09) + 0) em R?, segue que não existe função definida em R que 
dy Ox 


satisfaca o sistema. 


EXEMPLO 3. Determine, caso existam, todas as funções z = f (x, y) tais que 


[Eni 
, ox A É em R? — [(0, 0)) 
TD args 

dy x2+y 


Solução 


dy Lx“ +» 
e 
g y ne — 2X) 
EE > SR and TU 
de e ds E a e e al 
Assim, 
) JO > 
o Q em R“ — ((0,0)) 
d dx 


z y À 
P (x,y) = ———ze Q(x, y) = ——z e?) 
ende x? + y? ln: x? + y? ` 


A condição necessária está verificada; o sistema pode admitir soluções. Deixamos a 
seu cargo verificar que 


z= = In (12 + y2)+e7+k (KER) 
é a família das soluções do sistema. 
E 


Uma pergunta que surge naturalmente é a seguinte: a condição necessária do 
teorema 2 é também suficiente? A resposta é não. (Veja Exercícios 9 e 10.) Entretanto, 
se algumas restrições forem impostas ao conjunto 4 a condição será, também, 
suficiente. Este problema será discutido no Vol. 3. 


Exercícios 15.3 


1 Determine todas as funções f : [R2 tais que 


a) Y = 9y 0, a = y +1 


dx ody 
df > df a 
b) y = y cos xy + 3x — y, Y = 008 Xy —x + 3y 
dx dy 
of 2 2 Y 2 2 
c) of = 2x er + y . jf = 2y ex + y” + l 
E — i a - 
ox dy 1 + y? 


2 Determine a função f : R2 — [R cujo gráfico passa pelo ponto (1, 2, 1) e tal que 


à 3 2.9 
Y f(x, y) = Qxy” — 2x, 3x “y” + 2y — 1). 
Determine a função f : R2 — [R cujo gráfico passa pelo ponto (0, 0, 2) e tal que 


x y 


—— r, ; — + ye? 
Ir +y l+ ty 


V f(x, y) = 


Existe função f : R2 — R tal que 
Via) =(42+ +, -y+ 
para todo (x, y) em [R2? Justifique. 


T 
Determine z = q, (x, y), y > 0, tal que #4 (1, 1) = E €, para todo y > 0, 


Y Xx 
VAT y) Sl AAA 
à qe ap y? + a y? 


37 


Detemne =p (x,y), x <0, tal que po (—1, 1) = 4 


e, para todo x < 0, 


V p(x, y) = 


=> x 
x+y x2+y 


Seja A = {(x, y) ER? ly > 0) U ((x,y) € R? lx < 0}. Determine z = q (x, y), (x, y) E 4, tal que 
p(—1,1)= a e, para todo (x, y) € 4, 


Vo(x, y) = 


(Sugestáo: Utilize os Exercícios 5 e 6.) 


Um campo de forças F (x.y) = P lx. y) T + 0 (x,y) FA onde P e O são funções definidas num aberto 


A C [R2, denomina-se conservativo se existe um campo escalar q : 4 — [Ẹ tal que 


— 
V p(x y) = F (x,y) ema. 


Uma tal função y, quando existe, denomina-se função potencial associada ao campo F O campo de forças 
dado é conservativo? Justifique. 


2 E roça o a. 
a) Fy) = xsi ty] BDFOyN=y1-x] 
=> => 
= + is El + ET AY 
o) FGyY=yi+(U+2y j d) F (x, y) = -a AA 
E Sl 


= Er = = r = Es 
e F œ&yy=4i +x j PE E- ET SSI) 


10. 


11. 


Seja F (x,y) = P (x,y) Fi +Q (x, y) 7 um campo de forças com P e O contínuas no aberto 4 C R? 


Seja y () = (x (0), y (Ð), t € [a, b], uma curva de classe Cl, com y (a) = y (b) (y é uma curva fechada). 
Suponha que, para todo t € [a, b], y ( € A. Prove que se F for conservativo, então, 


b> 
F (y) y (dt =0. 
a 


¿e e UE: nn 
Seja F (x, y) = == i +——— J. (1,9) (0,0). 
Res A E 


a) Verifique que, para todo (x, y) + (0, 0), 


dP dQ 
LEVES kV) 
dy dx 
4 x 
onde P (x, y) = => e Q(x,y) = 5—. 
+ ty AA 


27 > 

b) Calcule l F (y (1)) - y'(t) dt, onde y (2) = (cos t, sen 1), £ € [0, 27]. 
0 

c) F é conservativo? Por quê? (Veja exercício 9 acima.) 


Seja F (x,y) = P (x,y) Fl + 0 (x,y) j um campo de forças com P e Q definidas e contínuas no aberto 
A de R?. Se F for conservativo entáo existirá uma fungáo escalar U (x, y) definida em 4 tal que 
F =- yy em A. Uma tal função denomina-se função energia potencial associada ao campo F 
Determine, caso exista, a função energia potencial associada ao campo F dado e satisfazendo a condição 
dada. 


a) F (x,y) = —6x i — 2y J e U (0,0 =0. 


> — — 
b) F(xy)=xi +yj eU(0,0)=0. 
— — 

l xi +ty] 
RE ad 


+ y? N y? + y” 
> l > 
d) F (xy) =xi — xy j eU(0, 0) = 1.000. 


E 
co) F (x,y) = e U (3,4) = 


X 


y 
tn | — 


> l > 
12. Seja U (x, y) = 2x + = y” a função energia potencial associada ao campo F 


a) Determine F' 


b) Uma partícula de massa 1 é abandonada na posição (1, 1) com velocidade nula. Admita que F é a única 


força atuando sobre a partícula. Determine a posição y (£) = (x (À, y (£)) da partícula no instante t. Desenhe 
a trajetória descrita pela partícula. 


(Sugestão: Pela lei de Newton y, (f) = F (y (29 


13. Seja U (x. y) = je, + Ya energia potencial associada do campo F 
À ) 


a) Determine F 


b) Uma partícula de massa m = 1 é abandonada na posição (1, 1) com velocidade inicial sn =(—1.1) 


Sendo F a única força atuando sobre a partícula, determine a posição y(t) da partícula no instante t. 
Desenhe a trajetória descrita pela partícula. 


14. Seja F a força do exercício anterior. Uma partícula de massa m = 1 é abandonada na posição (1, 0) com 
velocidade inicial e = (0. 2y Sendo F a única força atuando sobre a partícula, determine a posição y (£) da 


partícula no instante t. Desenhe a trajetória descrita pela partícula. 


15.4. POLINÔMIO DE TAYLOR DE ORDEM 1 


Seja f (x, y) de classe C? no aberto 4 C R°. Sejam (xo, yo) € 4 e (A, k) £ (0, 0) tais 
que o segmento de extremidades (xo, Yo) € (xo + h, yo + k) esteja contido em 4. 
Consideremos a função g dada por 


g (t) = f (Xo + ht, Yo + kt). t E [O, 1]. 


A g fornece os valores que a f assume nos pontos do segmento de extremidades (xo, Yo) 
e (xo + A, yo + k). Esta função g desempenhará o papel de ligação na extensão da 
fórmula de Taylor para funções de duas variáveis reais. 

Pela fórmula de Taylor, com resto de Lagrange, para funções de uma variável, 
temos: 


: "E 
O ¿M=e0+g00-0+ EL (1-0) 
para algum 7 em]0, 1[. 
Calculemos, agora, g' (t) e g” (1): 
"A of dx of dy 
E UE E il FS E ES 

dt l dx dy y ` dt 

ou seja, 
g(t)= o (x, 91h + y (x, y) K 
dx dy 


onde x = xo + At e y = yo + kt; 


a d | of d | of 
=— h+— |E q ylk 
g (t) Er E (x, J 1 Fi La » 
2 ” 9 
-|2 E rk a (x, 9. E (x, + E y)k |k, 
ou seja, 
"o= Ea, y) k? +2 n (x, y MR EE y)k? 


onde x = xo + ht e y = yo + kt. 
Temos, então: 


8(1) = f (xo + h, yo + k), g (0) = f (xo, Yo). 
g'(0)= E (xo, yo)h + a (xo, yo)k e 
92f 92 f PF a 


= (X,7)h2 +2 (x, y)hk + 
PAPA PA 


onde X= xq + ht e y = yo + kt. 


2" (1) = 


Observe que (x. y) é um ponto interno ao segmento de extremidades (xo, Yo) € (xo + A, Yo 
+ k), pois F € ]0, 1[. 


Substituindo (2) em (1) resulta: 


f (xo + h, yo +Kk)= flo. vo) + Lo, vo) h + Lx vo) k + E (h, k) 
x 


onde 


E (h, k) = (x, y)hk + 


Í a ph +2 El TL pe 
dx* “dd dy” 


to | — 


para algum (x, y) interno ao segmento de extremidades (xo, Yo) € (xo + A, yo + k). 
Demonstramos, assim, o seguinte teorema. 


Teorema. Seja f (x, y) de classe C2 no aberto A C [R2 e sejam (xo, yo) € A e (h, k) # (0, 0) tais que o 
segmento de extremidades (xo, yo) e (xo + h, yo + k) esteja contido em A. Nestas condições, 


f (xo + h, vo + k)= f (xo, vo) -+ CE yo) h+ LA yo) k+ E (h, k) 
dx dy 


onde 


para algum (x, y ) interno ao segmento de extremidades (xo, yo) e (xo + h, yo + k). 


Observação. Fazendo x = xo + A e y = yo + k, obtemos 


f (x, y) = f (xo, Yo) + e O) (A — X0) + E (xo, Yo) (Y — yo) + E; (x, y) 
ox dy 


P (x, y) 
onde 
ID = 92 f 
E, (x, Y) => — (x, Fx — xp)? +2 (x, Y Mx — xo)(Y — Y0) 
(3) | 2 E 0 pE 0 yo 


“e 
s Í EO i w? 


dy* 


para algum (x, y) interno ao segmento de extremidades (xo, yo) e (x, y). 
O polinómio 


: df of 
A (x,y) = f(xo, yo) + É (x Yo) (Xx — xp) + E (xo; Vo) (Y — yo) 
ox dy 


denomina-se polinômio de Taylor de ordem 1 de f (x, y) em volta de (xo, yo). 

Observe que o gráfico de P; (x, y) é o plano tangente ao gráfico de fem (xo, yo, f 
(xo, Yo)). Ei (x, y) é O erro que se comete na aproximação de f (x, y) por Pi (x,y); Héa 
expressão do erro na forma de Lagrange. (Às vezes, usa-se a expressão resto em lugar 


de erro.) 
EXEMPLO. Seja f (x, y) = In (x + y). 


a) Determine o polinômio de Taylor de ordem 1 de fem volta de 


b) Mostre que para todo (x, y) com x + y 
haet- +y—DI<>G+y- >. 


Solução 


a AL Is ES dp AS (y=>). 
A O UN a TR: 


Como 


- A AQ l 
ox x+y 0 + y 
resulta: 
1 l 1 
Pı (x,y) = 0+ x-— | + à dad P 
2 2 
ou seja, 


Pi (x, y)=5=xty-l. 


b) In (x + y) = P4 (x,y) + E (x, y), onde 


; ; | R 
para algum (x. y) interno ao segmento de extremidades (> 5) e (x, y). Temos: 
of. -1 es OEE; P 
—= ( ) = ———= — (X, y) = —= (x, y). 
dx* (x+y) dd dy^ 


Como estamos supondo x + y > 1, teremos, também, Y + y > 1. Assim, para todo (x, 


y), comx +y>1, < |. Segue que 


(X+ y) 


” 


- y e) 
à l l | 
IS +2(«->)(y->)e[»-5) 
l 2 2 LIN 2 4 2 


ou 


IE (x, y) < a (+ y - 1? 


- 


para todo (x, y), comx +y > 1. Assim, 


ne +y-P,Ay1< - e 1)? 


ou 


mrt E e DIS laty- 1)? 


pm 


para todo (x, y), comx + y> 1. 


Exercícios 15.4 


1. Determine o polinômio de Taylor de ordem 1 da função dada, em volta do ponto (xo, yo) dado. 


30 + Sy gen 
a) f(x,y) = £ ra (xo. Yo) = (0, 0). 
2 


b) f(x,y) =x + y — x + 4y e (xp, yo) = (1. 1). 
c) f(x,y) = sen (3x + 4y) e (xp. yo) = (0, 0). 


2. Sejamf (x, y) = ex + 5y e P1 (x, y) o polinômio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (0, 0). 


a) Mostre que para todo (x, y), com x + 5y < 1, 
It- Pr (x, y) 1< à (x + Sy)” 
b) Avalie o erro que se comete na aproximagáo 
EH =P, (x, y) 


para x = 0,01 e y = 0,01. 


3. Sejamf (x, y) =x3 + y3 — x2 + 4y e P1 (x, y) o polinômio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (1, 1). Mostre 


10. 


que para todo (x,y), com|x=1|<1le|y=1|<1, 
If, y) —P (y) 1<7 (1 DO + 6(y — 14 
Sejam f (x, y) = x3 + y3 — x2 + 4y e P1 (x, y) o polinômio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (1, 1). 


a) Utilizando P1 (x, y), calcule um valor aproximado para f (x, y), sendo x = 1,001 e y = 0,99. 
b) Avalie o erro que se comete na aproximagáo do item a). 


(Sugestão: Utilize o Exercício 3.) 


Seja (x0, yo) um ponto crítico de f (x, y) e suponha que f seja de classe C2 na bola aberta B de centro (xo, yo). 
Prove que para todo (x, y) em B, existe (Y, y ) interno ao segmento de extremidades (xo, yo) e (x, y) tal que 


dx? dx dy 


92 f == ) 
A O E 
ay? 


- 


. k 1 of __ Of _-_ 
FU Y) Pla: Jo) — pe | >" (X, Y) (Xx — Xp 2+2 HE (Xx, Y)X — xo) (Y — Yo) 


+ 


Seja f (x, y) = ax? + bxy + cy? + dx + ey +m (a, b, c, d, e, m constantes) e seja (xo, po) um ponto crítico de f. 
Prove que, para todo (A, k), 


f (xo +h, yo + k) -f (xo, yo) = ah? + bhk + ck2. 
Sejam f (x, y) e (xo, yo) como no exercício anterior. Prove que se a > 0 e b2— 4ac < 0, então 
So + h, yo + k) >f (xo, yo) 


para todo (A, k) + (0, 0). Como é o gráfico de f? 


Suponha f (x, y) da classe C2 na bola aberta B de centro (xo, yo) e que as derivadas parciais de 2.º ordem 
sejam limitadas em B. Prove que existe M > 0 tal que, para todo (x, y) € B. 


|S (6 y) -P1 Œ, y) | <M || Œ, y) — (xo, yo) ||? 


onde P1 (x, y) é o polinômio de Taylor de ordem 1 de f em volta de (xo, yo). 


Considere o polinômio P (x, y) = a (x — x0) + b (y — yo) + c, com a, b, c, xo e yo constantes. Suponha que 
exista M > 0 tal que, para todo (x, y), 


| P œ, y) | <M || Œ, y) — (xo, yo) IP. 
Prove que P (x, y) = 0 em R2. 
Seja f (x, y) de classe C2 no aberto A C [92 e seja (xo, yo) um ponto de 4. Seja o polinômio P (x, y) = a (x — 


x0) + b (y — yo) + c, com a, b e c constantes. Suponha que existam M > 0 e uma bola aberta B de centro (xo, 
yo), com B C A, tal que, para todo (x, y) em B, 


IS (5, y) =P (6,7) | <M || Œ, y) — (xo, yo) IP. 


Prove que P é o polinômio de Taylor de ordem 1 de fem volta de (xo, yo). 


15.5. POLINÔMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2 


Suponhamos f (x, y) de classe C? no aberto A C BR”. Sejam (xo, yo), (xo + A, yo + k) e 
g (t) =f (xo + ht, yo + kt) como na seção anterior. Pela fórmula de Taylor, com resto de 
Lagrange, para funções de uma variável segue que 


rr 0 f 
© ¿O=30+g00-0+£2 (- + EO oy 
para algum F em]0, 1[. 
Vimos no parágrafo anterior que 
g(t)= o (x, y)h + Y (x, v)k 
dx y ` 
e 
e y ae 
g” (t) = a f (x, y)h? +22 os (x, y)hk + Ea, y)k? 
ox? dx dy dy? 
onde x = xo + ht e y = yo + kt. Deixamos a seu cargo verificar que 
33 f 3 3 
2” (t) = £ Í ŒA +3- a di - (x, y)h* 2k +3 i f hk? + A o y)k? 
ox” x dx dy? 
onde x = xo + ht e y = yo + kt. Temos: 
g(l) = f (xo +Rk,yo + k), g(0) = f(xo. Yo). 
g'(0) = ir yo)h + CA (xo. yo)k, 
dx dy 
e DAR 02f df 
(0)= É (x yo)h? +2 (x yo)hk + + (x yo)k? e 
O 4g 92 So YO FEET 0» YO ay? 0» YO 
23 3 3 3 
g"m=2L, y)h3 of (X, y)h?k +3 of (X, Y)hk? + 9 j (x, y) k? 
dx? ox? dy dxdy? dy? 


onde X= xo + ht e y = yo + kt. 


Substituindo (2) em (1) resulta: 


f (xo + h, Yo + K) = fo Yo) + E (Xo» Yo) A + — (o, Yo) k 

1109?f 2 7? 

w dE Y (xo. Yo)h? + 2 J (xo, yo)hk + Lar a (xo. yo)k* |+ Elh, k) 
2: | OR dy dy4 

onde 
937 3 
(X, 7)h? + 3 a (X, y)h?k +3 o E (xX, y)hk? 
dx* dy dx dy? 


para algum (x, y) interno ao segmento de extremidades (xo, Yo) € (xo + A, yo + k) 


Demonstramos assim o seguinte 
Teorema. Seja f(x, y) de classe C3 no aberto A C [2 e sejam (xo, yo) € A e (h, k) % (0, 0) 
(Xo Yo) k 


segmento de extremidades (xo, yo) e (xo + h, yo + k) esteja contido em A 
si Xo Yo h + — Y 
dy 
2 


Nestas condições 
17) 
y VO voJhk + A (xo, yo)k^ 


para algum (x, y) interno ao segmento de extremidades (xo, yo) e (xo + h, yo + k) 


O polinômio 


tais que o 


| E(h, k) 


fn +A, Yo + K) =f (Xp, y +1 
1[0?f 2 
ar | ee (A h? +2 
E Rn xå 
onde 
33 w 33 3 pa 
E(h, yal Do (x y)h3 +3 SA (X, Y)h?k + 3 ¿yy? 
31 | ox: dx? dy dx dy? 
aa 
: f E Me 


Po (x, y) = f (Xo yo) + E É (o, Yo) (x Ra Xp) + > (Xp. Yo) (y ERA Yo) 


AS a 


+ 


| ne À d* 2f 
2 Ear (x0, yo)(x — xo)? + 2 ERA (xo, Yo) (Xx — Xo)(Y — yo) 


YAA 


de 


d 
+ = (xo; Yo) (Y — Yo J 


O! 


denomina-se polinômio de Taylor de ordem 2 de fem volta de (xo, yo) 
Fazendo x = xo + h e y = yo + k no teorema acima, resulta: 


Fx, y) =P (x, y) + E» (x, y) 


onde 


Pa (x, y) = f (xo; Yo) + as (Xp, Yo) (X — Xp) + A (Xo; Yo) (Y — Yo) 
Ox dy 


| 92 f 
— |— (xo, Yo)(x — x 2+2 — (xo. Vo) (x — xo)(y— vo) 
5 E 0» YO 0 Es 0» YO o vo 
o“ 

T f (xo. yo) (Y — Yo J 
dy^ 


para algum (x, y) interno ao segmento de extremidades (xo, yo) e (x, y). 


Exercícios 15.5 


1. Determine o polinômio de Taylor de ordem 2 da função dada, em volta do ponto (xo, yo) dado 


a) f (x,y) =x sen y e (xo, yo) = (0, 0). 
b) f (x, y) = x3 + 2x? A 


3y3 +x — y e (xo, yo) = (1, 1). 


2. Expresse o polinômio f (x, y) = x3 + 2x2y + 3y3 + x — y como soma de termos do tipo a (x — Dp (y — Da. 


Seja P2 (x, y) o polinômio de Taylor de ordem 2 de f (x, y) = x sen y em volta de (0, 0). Mostre que 


ly BP l 
FEN ESS Afim + —ly | 
> z 


para todo (x, y), com|x |< 1. 


4. Seja f (x, y) de classe C3 no aberto A C [92 e seja (xo, yo) um ponto de A (lembre-se de que f de classe C3 em 
A significa que todas as derivadas parciais de ordem 3 são contínuas em 4). Prove que existem uma bola 
aberta B de centro (xo, yo), com B E 4, e um número M > 0 tais que, para todo (x, y) € B 


If œ, y) — Po y 1 £ MI (x, y) — (xo. Yo) IÉ 
onde P2 (x, y) é o polinômio de Taylor de ordem 2 de f em volta de (xo, yo). Conclua que 
E(x, y) 
lim — r = () 
y) > Guo 1 9) (Xo, yo )ll? 


onde E (x, y) =f Œ, y) — P2 (x, y); isto é, o erro E (x, y) tende a zero mais rapidamente que || (x, y) — (x0, yo) 
[12, quando (x, y) — (xo, y0). 


5. Sejamf (x, y), P2 (x,y) e (x0, yo) como no Exercício 4. Prove que existe uma função q (x, y) definida em A tal 
que, para todo (x, y) em 4. 


a y ? 
f(x, y) = Pa (x, y) + e (x, y) Ix, y) — (xo yol 
com 


lim Ọ (x, y) = E (xo, yo) = 0. 
(x,y) > (Xo Yo ) 
6. Seja f (x, y) de classe C3 no aberto A C [92 e seja (xp, yo) um ponto de 4. Seja P, (x, y) um polinômio de grau 
no máximo 2. Prove que se 


F (x, y) — P, (x, y) 
lim PT na ASA — 0 
(x.y) > (Xp » Yo) lx, y) — (xo, Yo) ll4 


então P, (x, y) é o polinômio de Taylor de ordem 2 de f em volta de (xq, yo). 


15.6. FÓRMULA DE TAYLOR COM RESTO DE LAGRANGE 


Suponhamos f (x, y) de classe Ci”! no aberto A C R. Sejam (xo, yo), (xo + A, yo + k) 
e g (t) =f (xo + ht, yo + kt) como na seção anterior. Vimos que 


ios E dio y)k, 
ox dy 
> A ) 
2” (1) = > ] —+———— (x, y) Até = PJkP 
£ p=0 Pp dx? E p dy? 
a 92 f á 9 q? f 92 Ff 5 
=|| (x, Aaa EA y) mk + [5 ] —— (x, y)k* 
(o) ad 1) ad pa 
3924 aJe 2) 
= a Í (x, y)h? +2 ar E y)hk + di f (x, y)k? 
as dx dy dy” 


e que 


a É. > 
g” (t) = 2; Í ] EE adia y) AS T PKP 


onde x = xo + ht e y = yo + kt. Deixamos a seu cargo provar por indução que 


; | e 
(r) = r d'f - y) htr— PpP 
gr (1) de (5) K P OyP (x, y) AN = PRE 


onde x = xo + At e y = yo + kt. 


Pela fórmula de Taylor com resto de Lagrange para funções de uma variável, temos: 


y gtn+D (F) 
g (1) = g (0) + — g” e — 
r=1 r! (n+ 1)! 
para algum F em ]0, 1[. Segue que 


(xo +h, yo +k)=f (xo, yo) + y Ea : MEA (xo. yo) R- P Ke 
f (xo +h, yo +k)= f (x0, Yo EI FT, X0, YO 
+ E (A, k) 


onde 


n+1 ' an+1y7 
E (h. k) = ta iair | 


FIST (X, y) htr+1>—p) pp 
(n+1)! p=01 P dx” P dy! 


para algum (x, y) interno ao segmento de extremidades (xo, Yo) € (xo + A, yo + k). 
Fica provado assim o seguinte 


Teorema (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange). Seja f (x, y) de classe Cn + 1 no aberto A C R? e 
sejam (xo, yo) € A e (h, k) 4 (0, 0) tais que o segmento de extremidades (xo, yo) e (xo + h, yo + k) esteja 
contido em A. Nestas condições onde 


| | 5 | r i Jr FS 
F(X0+h yo +k)=f (x0; yo) + 2 — | > (p) =— 


E (X0, Yo) WP kP 

r=1 T! |p=04P) dx" P oy? su 

+ E (h, k) 
onde 
n+l; 2n+1 £ 
Jn o 
a TEE p o ris & y) h” +l- p) kP 
(n +1)! p=0 p dx” l gy! 


para algum (x, y) interno ao segmento de extremidades (xo, yo) e (xo + h, yo + k). 
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MÁXIMOS E MÍNIMOS 


16.1. PONTOS DE MÁXIMO E PONTOS DE MÍNIMO 


Seja f (x, y) uma função a valores reais e seja (xo, yo) € 4, com 4 C Ds; Dizemos 
que (xo, Yo) é ponto de máximo de fem A se, para todo (x, y) em A, 


Fx, y) Ef (xo, yo). 


Sendo (xo, Yo) ponto de máximo de f em 4, o número f (xo, yo) será denominado 
valor máximo de fem 4. 

Dizemos que (xo, Yo) € Dré ponto de máximo global ou absoluto de f se, para todo 
(x, y) ED, 


Fx, y) Ef Go, yo). 


Diremos, neste caso, que f (xo, Yo) € o valor máximo de f. 
Finalmente, diremos que (xo, yo) € Dré ponto de máximo local de f se existir uma 
bola aberta B de centro (xo, yo) tal que 


Fx, y) <f (o, Yo) 


para todo (x, y) E B N Dx 

Deixamos a seu cargo definir ponto de mínimo de fem 4 C Ds ponto de mínimo 
global e ponto de mínimo local. 

Os pontos de máximo e de mínimo de uma função f denominam-se extremantes de f. 


EXEMPLO 1. (0, 0) é ponto de mínimo global de f (x, y) =x +y ef (0,0)=0é0 
valor mínimo de f, pois, f (x, y) >f(0, 0), para todo (x, y) emp”. 
E 


EXEMPLO 2. Seja f (x, y) = 2x — y e seja 4 o conjunto determinado pelas condições x 
>0,y>0,x+y<3 e y > x. Estude f com relação a máximo e mínimo em 4. 


Solucáo 


Tal estudo será feito com auxílio das curvas de nível de f. 


2 
Cr, 
1 


. 3 y ` . 

Vemos, geometricamente, que l m =) e (0, 3) são, respectivamente, pontos de 
” = BS: = 

máximo e de mínimo de f em 4; f, > |=5 60 valor máximo e f (0, 3) =- 3 ¿0 


valor mínimo de f em 4. Para comprovar analiticamente que o que dissemos acima está 
correto, podemos proceder do seguinte modo: para todo (x, y) em 4 


ou seja, 


f(x, y) > f (0, 3). Ri 


EXEMPLO 3. Seja (x, y) definida em R? dada por 
nd (1— (x— 3)? = y? se x? + y? a e 


(0, 0) é ponto de mínimo local; (3, 0) é ponto de máximo local e todo (xo, yo) 
pertencente à circunferência x” + y? = 4 é ponto de máximo global de f. Deixamos a seu 
cargo fazer um esboço do gráfico de fe verificar as afirmações acima. 


16.2. CONDIÇÕES NECESSÁRIAS PARA QUE UM PONTO 
INTERIOR AO DOMÍNIO DE f SEJA UM EXTREMANTE 
LOCAL DE f 


O teorema que enunciaremos e demonstraremos a seguir fornece-nos um critério 
para selecionar, entre os pontos interiores de D; candidatos a extremantes locais de f. 


of Ei 
Teorema 1. Seja (x, y ) um ponto interior de D e suponhamos que —— (Xo, Yo) e — (Xp. Yo) 
o 0 OX dy 
existam. Nestas condições, uma condição necessária para que (xo, yo) seja um extremante local de f é que 
E a f 


(xo; Yo) = 0. 
y 


O Es 
(xo, Yo) = Ue- 
OX 


g 


Demonstração 


Suponhamos que (xo, yo) seja um ponto de máximo local de f. Como (xo, Yo) é ponto 
interior de D; existe uma bola aberta B C Ds B de centro (xo, yo), tal que, para todo (x, 
y) em B 


FŒ, y) = f (Xp, Yo). 


Por outro lado, existe um intervalo aberto /, com xo € 1, tal que para todo x € J, (x, yo) 
€ B. Consideremos a função g dada por 


g(x) =f (x, yo), x ET. 


glx) 
>> A 
pá 
Temos: 
EM . 2 , ð f 
g é derivável em xp! 8 (Xp) = e (xo, Yo) 
dx 
Xq é ponto interior de 7 e 
Xo é ponto de máximo local de g 
daí 


g (xo) =0 
e, portanto, 


of 
— (Xn, Yo) = 0. 
əx 0: I0 


' df a 
De modo análogo, demonstra-se que ay Os yo) = 0. 
dy 
E 


Segue deste teorema que se (xo, yo) for interior a Ds f diferenciável em (xo, yo) e (xo, 
yo) extremante local de f, então o plano tangente ao gráfico de f em (xo, yo, f (Xo, Yo)) 
será paralelo ao plano xy. 


Dizemos que (xo, Yo) é um ponto crítico ou estacionário de f se (xo, yo) for interior 
a Dye se V f (xo, yo) = (0, 0). O teorema anterior nos diz que se f admite derivadas 
parciais em todos os pontos interiores de D; então os pontos críticos de f são, entre 
os pontos interiores de D; os únicos candidatos a extremantes locais de f. 


Um ponto (xo, yo) € 4 que não é ponto interior de 4 denomina-se ponto de fronteira 
de 4. O teorema anterior não se aplica a pontos de fronteira de D; um ponto de 
fronteira de D, pode ser um extremante local sem que as derivadas parciais se anulem 
nele. Os pontos de fronteira devem ser analisados separadamente. 


EXEMPLO 1. Seja f (x, y) =x” + y”. Como Dré um conjunto aberto (D,= R°), de 


segue que (0, 0) é o único candidato a extremante local. Como f (x, y) > f (0, 0) = 0, 
para todo (x, y) em R°, resulta que (0, 0) é um ponto de mínimo global de f. 
E 


EXEMPLO 2. O único ponto crítico de f(x, y) = x° — y? é (0, 0). Verifica-se sem 
dificuldade que (0, 0) não é extremante local (para uma visualização geométrica, 
desenhe as interseções do gráfico de f com os planos yz e xz). O ponto (0, 0) 
denomina-se ponto de sela. O gráfico desta função tem o aspecto de uma “sela de 
cavalo”: tente desenhá-lo. 

E 


EXEMPLO 3. Seja z = f (x, y), com domínio A = f(x, y) E R |x > 0 e y > 0), onde f 
(x, y) =1%y + 3x. O ponto (0, 0) é um ponto de mínimo de fem A pois f (x, y) 2 f (0, 0) 


) FA : x ; 
em 4. Como = 2xy + 3, segue que Lo, 0) =30. Este fato não contradiz o 
9x 9x 


teorema 1, pois ele só se aplica a pontos interiores de D,e (0, 0) não é ponto interior 
de D; (D;= 4). 
E 


Suponhamos, agora, que o domínio de f seja aberto e que f seja de classe C. 
Suponhamos, ainda, que (xo, yo) € Dp seja um ponto de máximo local de f. 
Consideremos a função g (x) dada por 


8 0) =f (6, yo). 


Tendo em vista as hipóteses sobre f, segue que xo é ponto interior do domínio de g e, 
além disso, é ponto de máximo local de g; como g é, também, de classe C? teremos que 
ter necessariamente 


g (0)=0eg"(xo)<0 


(observe que se tivéssemos g” (xo) > 0, xo teria que ser ponto de mínimo local de g). 
Da mesma forma, considerando a função h (y) = f (xo, y), teremos que ter 
necessariamente 


h' (yo) =0 e h" (po) <0. 


Fica provado assim o seguinte teorema. 


Teorema 2. Seja f de classe C2 e seja (xo, yo) um ponto interior do domínio de f. Uma condição necessária 
para que (xo, yo) seja ponto de máximo local de f é que (xo, yo) seja ponto crítico de f e, além disso, 


92 f 8, 
3 (o Yo) =0e 
dx” 


> 
yá 


(Xo; Yo) = 0. (Interprete geometricamente.) 
0) ió 


SS 9 


. ais d g 
Se no teorema acima as condições PLE o, Yo) S De 
dx“ i A 


a (xo: Yo) = 0 forem 

92 f aqui DE é ne 

trocadas por —5 (Xp; Yo) = 0 e —5 (Xp Yo) = O teremos uma condição necessária para 
ga” pa "SEA 


(xo, Yo) ser ponto de mínimo local de Í. 


EXEMPLO 4. Determine os candidatos a extremantes locais de 
f y) =+y3x-—3y+4. 


Solução 


Os únicos candidatos a extremantes locais são os pontos críticos, pois o domínio de 
f (D;= R°) aberto. De 
6 2 af 
—(% y = 1 —3e Ls 
ox dy 


~% 


> 
(x y) =3y —3 


resulta que os candidatos a extremantes locais são as soluções do sistema 


As soluções do sistema são: (1, 1), (— 1, 1), (1,— 1) e (7 1, 1). Temos: 


- J (x, y)=6x e > J (x, y) = 0y. 
P dy? 
92 f 92 Ff ' f Pa 
(1, 1) = 6 e— (1, 1) = 6; logo, (1, 1) é candidato a ponto de mínimo local. 
dx? dy? 
a? f gf aa 
—(—1,1) = 08, 5 1, 1) = 6; logo, (— 1, 1) não é extremante local. O mesmo 
OX dy? 


acontece com o ponto (1, — 1). (Interprete geometricamente.) 


ca El =1)= =66 sr (—1, —1) = —6; logo, (— 1, — 1) é candidato a ponto de 


ax” dy 
máximo local. 


Seja (xo, yo) um ponto crítico de f (x, y). Sejam g (x) = f(x, yo) e h (y) = f (xo, y). 
Observemos que se xo não for extremante local de g, então (xo, yo) não será extremante 
local de f. Da mesma forma, se yo não for extremante local de A, então (xo, yo) não será 
extremante local de f. (Verifique.) 


Exercícios 16.2 
Selecione os candidatos a extremantes locais, sendo f (x, y) = 
1. 2x2+y2-2xy+x- y. 


2. 12-y2+3Bxy-x+y. 


3. 1x3=y2+xy+5. 
4 03 +93 xy. 


5. x4+y4+4x +4y. 


6. x5 +y5-— 5x- 5y. 


16.3. UMA CONDIÇÃO SUFICIENTE PARA UM PONTO 
CRÍTICO SER EXTREMANTE LOCAL 


Seja f (x, y) de classe C’. A função H dada por 


5 A a) y 
a | asf 
, A, Y) > > (x, y) 
OX OXoOv 
H (x, =| .s. aus 
DE 7 a i 
SN NN 
dx dy dy” 


denomina-se hessiano de f. Observe que 


y 


s A a) a E Jr de 
ye E E 
H (x,y) = S J (x, y) : i É 9) — | cai (x, » . 


dx dy? dXxdy 


O próximo teorema fornece-nos uma condição suficiente para um ponto crítico de f 


ser extremante local de f: 


ponto crítico de f. Entáo 


a? £ 


gs n E e 
a) Se J (Xo: Yo) >0eH (Xo: Yo) > (), então (x , y ) será ponto de mínimo local de f. 
Ox* is Pasados 0 0 
o E ds 
b) Se = (Xo, Yo) < DeH (xo: Yo) > (), então (x , y ) será ponto de máximo local de f. 


- 


0 0 
c) Se H (xo, yo) < 0, então (xo, yo) não será extremante local. Neste caso, (xo, yo) será ponto de sela. 
d) Se H (xo, yo) = 0, nada se pode afirmar. 


Demonstração 


Veja Exemplos 3, 4 e 5 da Seção 16.6. 


Teorema. Sejam f (x, y) de classe C? e (xo, yo) um ponto interior de Df. Suponhamos que (xo, yo) seja 


EXEMPLO 1. Seja f (x, y) =x + y? — 3x — 3y + 4. Os pontos críticos de f são: (1, 1), 
(1,— D,(—-1, De(— 1,- 1). Temos: 


cc DIE a 
H (x, y) = 0 6y e Pe (x, y) = 6x. 
Entáo: 
H(1,1)=36>0e É) (1,1) =6>0; logo, (1, 1) é ponto de mínimo local. Note que 
dxs 


(1, 1) não é ponto de mínimo global, pois f(—- 3, 0) <f (1, 1). 


H(-1.-1)=36>0e SJ, -1)= — 6 < 0; logo (— 1, 1) é ponto de máximo 
local; entretanto, (— 1, — 1) não é ponto de máximo global, pois f (4,0) >f (E 1,- 1). 
Como H(- 1, 1)<0e A(1,-— 1) <0, segue que (— 1, 1) e (1, — 1) não são extremantes, 


sáo pontos de sela. 


EXEMPLO 2. Seja f (x, y) = 31% + 2y*. O único ponto crítico de f é (0, 0) e temos H 
(0, 0) = 0; logo, o teorema não nos fornece informação sobre este ponto crítico. 
Trabalhando diretamente com a função verifica-se sem dificuldade que (0, 0) é ponto 
de mínimo global. 

E 


EXEMPLO 3. Seja f (x, y) = x? + 2y”. O único ponto crítico é (0, 0) e H (0, 0) = 0. 
Como x = 0 não é extremante local de f (x, 0) = x”, resulta que (0, 0) não é extremante 
local de f. 

E 


EXEMPLO 4. Deseja-se construir uma caixa, sem tampa, com a forma de um 
paralelepípedo-retângulo e com 1 n? de volume. O material a ser utilizado nas laterais 
custa o triplo do que será utilizado no fundo. Determine as dimensões da caixa que 
minimiza o custo do material. 


Solução 


abc = 1 ou c = — 


ab 


O problema consiste em minimizar 
f(a, b) = 3 (ac + 2bc) + ab, onde c = —, 
ab 


ou 
: 6 6 
f(a, b)==+—+ab,a>0eb>0. 
b a 
Temos 
Af ) ðf 6 
dra DAP aben oa 
ða a? db b* 
— Ss +b=0 ab = 6 
a“ 
6 Ji à 
——+a=0 ab” = 
b* 


P] 9 
ab = ab esa = b. 


Assim, (a, b) = [3/6, 3/6 ) é o único ponto crítico de f. Como H('6,3/6)> 0 e 


9 
das 


32 r | EA 
ey (Y6, 3/6) > 0 
(verifique) resulta que [*/6, 6 | é ponto de mínimo local. Pela natureza do problema, é 
razoável esperar que este ponto seja de mínimo global. As dimensões que minimizam o 


e] . . y Y Pu F 
custo são: a = 3/6, b = ł}/6 e c = wa (Uma forma elegante de justificar que (36, 3/6 ) é 


ponto de mínimo global é a seguinte: para cada a > 0, seja h (a) o valor mínimo de 


6 6 ; e e e e Y p= 
g (b) ==+—+ ab, b> 0; verifique, então, que o valor mínimo de h(a) é f(*'6, Y6). 


a b 


Descreva geometricamente este processo.) 


Exercícios 16.3 


1. 


Estude com relagáo a máximos e mínimos locais a fungáo f (x, y) = 


ae + y 4y? ar 2y b) x? + y EN == 4 
d+ 2xy + y? =D d) — x? + y Pay ir dy 
e) x? — 3%y + 27y D É — dxy + 4y? e fo e, sl 
g) | x? + 2xy + 4y? — 6x — 12y h) x* + y A 2y? 
i) + xy + y DEM j) n y + 4x + 4y 

as É opa 
DS Fy = =y m) 7 T ie xy, x>0ey>0 


Seja f (x, y) = ax? + by2 + cxy + dx + ey + l, onde a, b, c, d, e e l são constantes. Prove que se (xo, yo) for 
extremante local de f, então será extremante global. 


(Sugestão: Observe que o gráfico de g (A =f (xo + ht, yo + kt) (h e k constantes) é uma parábola.) 


Estude com relação a extremantes globais a função f (x, y) = 


a) x2 + 2xy + 2y2 — x + 2y 
b) x2 — y2 — 3xy + x + 4y 


c) x + 2y — 2xy — x? — 3y2 
d) 3x2 + y2 + xy — 2x — 2y 


e) x2 + 2y2 + 3xy + 2x + 2y 


f) x +y2 -2x -4y 
(Sugestão: Utilize o Exercício 2.) 
Determine o ponto do plano x + 2y — z = 4 que se encontra mais próximo da origem. 


Método dos mínimos quadrados. Dados n pares de números (a1, b1), (a2, b2), ..., (an, bn), com n > 3, em 
geral não existirá uma função afim f (x) = ax + p cujo gráfico passe por todos os n pontos. Entretanto, 
podemos determinar f de modo que a soma dos quadrados dos erros f (ai) — bi seja minima. Pois bem, 
determine a e p para que a soma 


n 
E (a, p)= Y [f(a)— bi 
1=1 


seja mínima. 


6. 


10. 


11. 


Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor se ajusta aos dados: 
a) (1,3), Q, 7) e (3,8) 
b) (0, 1), (1, 3), (2,3) e (3, 4) 


Determinado produto apresenta uma demanda y (em milhares) quando o preço, por unidade, é x (em R$). 
Foram observados os seguintes dados: 


5 100 
6 98 
7 95 
8 94 


A tabela nos diz que ao preço unitário de 5 reais a demanda foi de 100.000 unidades; ao preço unitário de 6 
reais a demanda foi de 98.000 unidades etc. 
a) Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor se ajusta aos dados observados. 


b) Utilizando a reta encontrada no item a), faça uma previsão para a demanda quando o preço, por unidade, 
for 10 reais. 


Considere as retas reversas r e s de equações 


(x, y, 2) = (0, 0,2) +2 (1,2,0),4 ER 
e 
(x, y, 2)=(0,0,4) +u (1,1,1) u ER 

respectivamente. Determine P e Q, com P E€ r e Q € s, de modo que a distância de P a Q seja a menor 
possível. 


Duas particulas Pi e P, deslocam-se no espaço com velocidades constantes z =(1,1,0)e Ed = (0, 1, 1), 


respectivamente. No instante t = 0 a P1 encontra-se na posição (1, 1, 3). Sabe-se que a trajetória descrita por 
P2 passa pelo ponto (1, 1, 0). Qual deverá ser a posição de P2 no instante £ = O para que a distância mínima 
entre elas seja a menor possível? 


Determinada empresa produz dois produtos cujas quantidades são indicadas por x e y. Tais produtos são 
oferecidos ao mercado consumidor a preços unitários p1 e p2, respectivamente, que dependem de x e y 
conforme equações: pı = 120 — 2x e p2 = 200 — y. O custo total da empresa para produzir e vender 
quantidades x e y dos produtos é dado por C = x2 + 2y2 + 2xy. Admitindo que toda produção da empresa seja 
absorvida pelo mercado, determine a produção que maximiza o lucro. 


Para produzir determinado produto cuja quantidade é representada por z, uma empresa utiliza dois fatores de 


12, 


13. 


14. 


15. 


16. 


produção (insumos) cujas quantidades serão indicadas por x e y. Os preços unitários dos fatores de produção 
são, respectivamente, 2 e 1. O produto será oferecido ao mercado consumidor a um preço unitário igual a 5. A 
função de produção da empresa é dada por z = 900 — x2 — y2 + 32x + 41y. Determine a produção que 
maximiza o lucro. 


Considere o sistema de partículas P1, P2, ..., Pn, localizadas nos pontos (x1, y1), (x2, y2), ..., (Xn, yn) e de 
massas m1, m2, ..., Mn. Seja N = (x, y). Determine N para que o momento de inércia do sistema, em relação a 
N, seja mínimo. Conclua que o N encontrado é o centro de massa do sistema. 


(Observação. O momento de inércia de Pi em relação a N é o produto de mi pelo quadrado da distância de 
Pia N, o momento de inércia do sistema em relação a N é a soma dos momentos de inércia, em relação a N, 
das partículas que compõem o sistema.) 


Determine o ponto do plano 3x + 2y + z = 12 cuja soma dos quadrados das distâncias a (0, 0, 0) e (1, 1, 1) seja 
mínima. 


Considere a função f(x, y) = 1 — x2 — y2, x > 0 e y > 0. Determine o plano tangente ao gráfico de f que forma 
com os planos coordenados tetraedro de volume mínimo. 


Seja f (x, y, z) de classe C? e seja (xo, yo, zo) um ponto interior de Df. Suponhamos que (xo, yo, zo) seja ponto 
crítico de f. Sejam H (x, y, z) e Hı (x, y, z) dadas por 


o MO i E 
07] ô- f of 


E ue 
dx? óxódy 0xóz f af 
57 e np Ee RES 
JOT sa: _[óx?  dxoy 
H= a» EE e A RS E e 
0x dy dy” dydz of o f 
PE r Na E 
er MJ MJ dxóy ay 


dx dz 0yóz dz 
Pode ser provado (veja 16.6) que: 


E si ; : l ; E l 

(0) se E (xo: Yo» Z0) > 0, H, (Xp, Yo» Zo) > O e H (Xp, Yo» Zo) > O, então Ea ri a será ponto de 
dx? 

mínimo local. 


ña of a ; 
(11) se = (Xo, Yo: Zo) =D: H, (Xp. Yo: Zo) >0eH (Xp. Yo: Zo) < (), então (x YZ ) será ponto de 
ax” 0 0 0 


máximo local. 


Estude com relação a máximos e mínimos locais a função f (x, y, z) = 


a) x2 + 5y2 + 222 + 4xy — 2x — 4y — 8z + 2. 
b) x3 + y3 +23 — 3x — 3y — 3z 2. 


c) x3 +2xy + y2 +22 — 5x — 4z. 
d) x2 — y2 + 422 + 2xz — 4yz — 2x — 6z. 


Seja f (x, y, z) de classe C2 e seja (xo, yo, zo) ponto interior de Df Suponha que (xo, yo, zo) seja ponto crítico 
de f. Prove: 


E Raro á n ne a 
a) ð“ f 2 f = o”. E ae ES 

572 (Xo Yo» Z0) = 0, 357 Wo» Yo 20) = 0, e — (Xo Yo» Zo) = 0 uma condição necessária para o 
ox” Ox 0z“ 


ponto crítico (x0, yo, zo) ser ponto de mínimo local de f. 


b) a? f af 3? f 


ma Or Yo» Z0) = 0, yr Yo zp) E 0e : — (Xp, Yo: Z0) = O é uma condição necessária para 
OX” oyo oz” 


o ponto crítico (x0, yo, Z0) ser ponto de máximo local de f. 


17. A função f (x, y, Z) =x2 + y2 — z2 — 5x + 2y — z + 8 admite extremante local? Por quê? 


18. Seja f (x, y) definida e de classe C2 no aberto A de R2. Suponha que, para todo (x, y) € A, 


Fi 92 | “af of 
TERA a é o 2 ARO 
dx” dy” ðx dy 


Prove que f não admite ponto de máximo local. 


19. Seja f(x, y) = x2 (y4 — x?) e considere, para cada 5 = (h, k), a função 8 t) = f(ht, kt) (observe que 85 
fornece os valores de f sobre a reta (x, y) = t (h, k)). Verifique que £ = 0 é ponto de máximo local de cada E> 
mas que (0, 0) não é ponto de máximo local de f. 


20. Seja f (x, y) uma função que admita derivadas parciais em todo [Ẹ2. Suponha que f admita um único ponto 
crítico (x0, y0) e que este ponto crítico seja ponto de máximo local. Pode-se concluir que (xo, yo) é ponto de 
máximo global? 


16.4. MÁXIMOS E MÍNIMOS SOBRE CONJUNTO COMPACTO 


Nas seções anteriores determinamos condições necessárias e condições suficientes 
para que um ponto de D; seja um extremante local de f. Entretanto, para muitos 
problemas que ocorrem na prática é importante determinar os extremantes em um 
subconjunto 4 de D; O teorema de Weierstrass, que é o próximo teorema a ser 
enunciado, fornece-nos condições suficientes para a existência de tais extremantes. 

Para enunciar o teorema de Weierstrass precisaremos antes definir conjunto 
compacto. 

Seja 4 um subconjunto do [R”; dizemos que 4 é um conjunto limitado se A estiver 
contido em alguma bola aberta de centro na origem. Dizemos, por outro lado, que 4 é 
um conjunto fechado se o seu complementar {(x, y) € R | (x, y) É 4) for um conjunto 
aberto. Pois bem, dizemos que 4 é um conjunto compacto se 4 for fechado e limitado. 


EXEMPLO 1. Toda bola fechada A de centro (xo, yo) e raio r > 0, A= f(x,y) E R || (x, 
y) — (xo, yo) || < r} é um conjunto compacto, pois é limitado e fechado. 


A é um conjunto limitado e seu complementar é um conjunto aberto. 
E 


EXEMPLO 2. A = f(x,y) E R |y> x°} é um conjunto fechado, mas não limitado, 
logo, 4 não é compacto. 
E 


EXEMPLO 3. A= (f(x, y) E R |x? + 4y? = 1) é um conjunto limitado e fechado, logo 
compacto. 
E 


O teorema de Weierstrass, que enunciaremos a seguir (para demonstração veja 
Exercícios 9 a 12), conta-nos que se f for contínua no compacto À, então f assumirá 
em A valor máximo e valor mínimo. 


Teorema (de Weierstrass). Se f (x, y) for contínua no compacto A, então existirão pontos (x1, y1) e (x2, y2) 
em Á tais que, para todo (x, y) em 4, 


fœ, y1) Sf O y) Sf (o, y2). 


O teorema de Weierstrass garante-nos que se f for contínua em 4 e 4 compacto, 
então existirão pontos (xı, y1) e (x2, y2) em A tais que f (xı, yı) € o valor mínimo e f (x2, 
y2) € o valor máximo de f em A. Resta-nos, agora, o problema de determinar tais 
pontos. Suponhamos que f admita derivadas parciais nos pontos interiores de 4. 
Sabemos, então, que entre os pontos interiores de 4 os únicos com possibilidades de 
serem extremantes são os pontos críticos: a nossa primeira tarefa consiste, então, em 
determinar os pontos críticos de f que estão no interior de 4. Em seguida, procuramos 


determinar os valores máximo e mínimo de f na fronteira de 4. Comparamos, então, os 
valores que f assume nos pontos críticos com o valor máximo de f na fronteira de 4: o 
maior destes valores será o valor máximo de fem 4. De modo análogo, determina-se o 
valor mínimo. 
EXEMPLO 1. Determine os extremantes de 
E POR A E MR SER E EO iam RR ae RIA e na a si 9 

Fx y =x" +) 3x — 3y em A = ((x, y ER“I0O<x=2ely!l=<2). 

Solução 


Como f é contínua e Æ compacto, vamos proceder como dissemos anteriormente. 


Pontos críticos de f no interior de A 


As soluções do sistema 


são: (1, 1), (1, — 1), (— 1, De (— 1, — 1). Segue que (1, 1) e (1, — 1) são os únicos 
pontos críticos no interior de 4. Temos 


fAQ,1)=-4ef(1,-1)=0. 
Análise dos pontos de fronteira 


e =$0,y)=y -3y+2,-2<y<2, 


fornece-nos os valores que f assume no segmento NP 


g (y) = 3y? — 3 
+ + = T 
8 UA 
-2 -1 1 2 


g (—2) = 0, g (—1) = 4, g (1) = 0e g (2) = 4. 


Assim, o valor máximo de f no segmento NP é 4 e o valor mínimo é 0. O valor máximo 
é atingido nos pontos (2, — 1) e (2, 2): 


fQ, -1)=4ef(2,2)=4. 


O valor mínimo é atingido nos pontos (2, — 2) e (2, 1): 


fQ,-2)=0efQ, 1)=0. 


Raciocinando de forma análoga sobre os segmentos PO, MO e MN, concluímos que o 
valor máximo de f sobre a fronteira é 4 e este valor é atingido nos pontos (2, — 1) e (2, 
2); o valor mínimo de f sobre a fronteira de 4 é — 4 e este valor é atingido no ponto (1, 
2, 


Conclusão. Comparando os valores que f assume nos pontos críticos com os valores 
máximo e mínimo de f na fronteira resulta: o valor máximo de fem A é 4 e é atingido 


nos pontos (2, — 1) e (2, 2); o valor mínimo de fem 4 é — 4 e é atingido nos pontos (1, 
11 tl, 2. 
E 


EXEMPLO 2. Determine os extremantes de f (x, y) =xy emA= f(x,y) ER |x +y < 
1}. 


Solução 


f é contínua e 4 compacto; logo, f assume em 4 valor máximo e valor mínimo. O 
único ponto crítico no interior de 4 é (0, 0), e este ponto crítico não é extremante 
(verifique). Segue que os valores máximo e mínimo de f, em 4, são atingidos na 
fronteira de 4. Os valores de f na fronteira de 4 são fornecidos pela função 


: l 
F(t) = f (cos t, sen t) = > sen 21,0=< 1< 27. 


ds x >> E BE 37 

F atinge o valor máximo em t == e t = >; atinge o valor mínimo em t = =— e 

nn | 4 4. 4 

Tr [N2 2 y2 N2 \ x ; 

t = T Segue que | 5» | e |7- -7 | são os pontos de máximo de f em 4; 

| WES 2 2 

( 2 J2 ) "2 2 

| a Ra >» — — | São os pontos de mínimo de fem A. O valor máximo de 
de a ) de 


femA é a e o valor mínimo, — a A figura seguinte, na qual estão desenhadas algumas 


curvas de nível de f, fornece-nos uma visão geométrica do problema: 


Z=xy 


1 
Zz=-— q 
> K 2 
1 
z= e(- T <c< o) JA ponto de máximo 


X ] 
N ps o<e<—) 


EXEMPLO 3. Determine os extremantes de f (x, y) = 2x + y em A dado por x > 0, y > 
0 xty<4e3x+ty<6. 


Solução 


f assume em 4 valor máximo e valor mínimo, pois f é contínua e 4, compacto. Como 
f não admite ponto crítico, os valores máximo e mínimo são atingidos na fronteira de 4. 


Z=2x + y 


Como f é uma função afim e a fronteira de 4 é formada por segmentos de retas (4 é um 
polígono), resulta que entre os vértices de 4 existe pelo menos um ponto de máximo e 
pelo menos um ponto de mínimo. Calculando os valores de fnos vértices encontramos: 


f(1,3)=5 valor máximo e f (0, 0) = 0 valor mínimo. 


Exercícios 16.4 


1. Estude a função dada com relação a máximo e mínimo no conjunto dado. 


10. 


11. 


a) f(x, y) = 3x — y no conjunto A de todos (x, y) taisquex=>0,y=>=0,y—x=3,x4+ y =4 
cio+y 6. e 3 
b) f(x, y) = 3x — yem A = ((x, y) E R lx +y s |l 


}. 
Cc) f(x, y) = Y + 3xy — 3x em A = {(x, y) € R?Ix=0, y=0e 
d) f(x, y) = xy emA = ((x, y) € R Ix=0, y>=0€e2r+ y=<5). 
e) f(x, y) = y? —XemA= E y E Pis y? = 4). 
DF y = Ye 2xy + 2y? emA = ((x, y) € Rê xl + lyl=1). 


Determine (x, y), com x2 + 4y2 < 1, que maximiza a soma 2x + y. 


Suponha que T (x, y) = 4 — x2 — y? represente uma distribuição de temperatura no plano. Seja 4 = f(x,y) E R 
21x>0,y>xe 2y +x<4). Determine o ponto de A de menor temperatura. 


Determine o valor máximo de f(x, y) =x + 5y onde x e y estão sujeitos às restrições: 
5x + 6y < 30, 3x + 2y < 12,x > 0ey>0. 


Uma determinada empresa está interessada em maximizar o lucro mensal proveniente de dois de seus 
produtos, designados I e II. Para fabricar estes produtos ela utiliza um tipo de máquina que tem uma 
disponibilidade de 200 máquinas-hora por mês e um tipo de mão de obra com uma disponibilidade de 240 
homens-horas por mês. Para se produzir uma unidade do produto I utilizam-se 5 horas de máquina e 10 horas 
de mão de obra, enquanto para o produto II utilizam-se 4 horas de máquina e 4 horas de mão de obra. Espera- 
se uma demanda de 20 unidades por mês do produto I e 45 do produto II. Calcula-se um lucro, por unidade, de 
R$ 10,00 para o produto I e R$ 6,00 para o II. Determine as quantidades de cada produto que deverão ser 
fabricadas por mês, para o lucro mensal ser máximo. 


Determine (x, y) que maximiza (minimiza) a função f (x, y) = x2 + 2y2, com x e y sujeitos às restrições: y = 1 — 


2x,0 S x S —. 
9 


- 


Dê exemplo de uma função contínua num conjunto limitado 4 C [W2, mas que não assuma em A valor máximo. 


Considere a forma quadrática O (x, y) = ax? + 2bxy + cy2. Sejam O (x1, y1) e O (x2, y2) os valores mínimo 
e máximo de O em 4 = f(x, y) € R? | x2 + y2 = 1}. Prove: 


(i) se O (x1,71) > 0, então O (x, y) > 0 para todo (x, y) + (0, 0). 
(11) se O (x2, y2) < 0, então O (x, y) < 0 para todo (x, y) + (0, 0). 
Suponha 4 um subconjunto fechado do [R2 e (xo, yo) um ponto de acumulação de 4. Prove que (xo, yo) € 4. 


Prove que se f (x, y) for contínua em (xo, yo) € Df então f será localmente limitada em (xo, yo) (f localmente 
limitada em (xo, yo) significa que existem a e 5 e uma bola aberta B de centro (xo, yo) tais que a <f (x, y) < B 
para todo (x, y) em B N Df. 


Seja RI, RD ... Rn o. uma sequência de retângulos em R 2, onde 
Ry = ((x, y) ER a, EXS Cy: An S y S by), tais que Ri D RD... D Ry D ..; suponha que 
dy = Il (ap, an) — (Cp, Dp) Il tenda a zero quando n — + œ. Nestas condições, prove que 

Ri AR A A SID 


onde x y e são os únicos reais tais que 


para todo n E€ [y,n £0. 
12. Seja A um subconjunto fechado e limitado do [R2 e seja f : 4 — [R contínua. Prove que f é limitada em 4. 


(Sugestão: Suponha que f não seja limitada e construa uma sequência de retângulos como a do Exercício 11, 
tal que f não seja limitada em 4 N Rn, para n = 1, 2, ...; conclua que f não será localmente limitada em 
(x, Y)=R¡ MR) N ..., o que contradiz a hipótese de f ser contínua em (Y, Y).) 


13. (Teorema de Weierstrass.) Seja A C [W2, A compacto, e seja f : 4 — [Y contínua. Prove que f assume em 4 
valor máximo e valor mínimo. 


(Sugestão: Veja Apéndice A2.4, Vol. 1, 5.º edição.) 


16.5. O MÉTODO DOS MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 
PARA DETERMINACAO DE CANDIDATOS A 
EXTREMANTES LOCAIS CONDICIONADOS 


O objetivo desta seção é o estudo de máximos e mínimos de uma função sobre 
conjuntos do tipo: 


(œ y) lg (5 y)=03, (œx 2) 18 œŒ y, 2) =03 


(œ y 2) Ig œ y, 2)=0e h (x, y, 2)=05. 


PROBLEMA 1. Seja f(x, y) diferenciável no aberto 4 e seja B = {(x, y) EA |e (x, y) 
= 0), onde g é suposta de classe C' em 4; suporemos, também, V g (x, y) + (0, 0) em B. 
Estamos interessados em determinar uma condição necessária para que (xo, yo) € B 
seja um extremante local da fem B. A figura que apresentamos a seguir, onde estáo 
desenhadas algumas curvas de nível de f, ajudar-nos-á a chegar, geometricamente, a tal 
condicáo: 


Pa 


= f(x, y) 


l g(x, y)=0 


Xo 
Para efeito de raciocínio, suponhamos Vf (xp Yo) A 0 e que z cresce no sentido 


indicado na figura (c1 < c2 < c3 < Zo). Vamos então pensar geometricamente: se (xo, Yo) É 
um extremante local, é razoável esperar que a curva de nível de f que passa por este 
ponto seja “tangente”, neste ponto, à restrição g (x, y) = 0, isto é, os vetores Vf (xo, Yo) 
e Vg (xo, yo) devem ser paralelos e como Vg (xo, yo) + (0, 0) deverá existir um lo tal 
que 


Z =f (x,y) 


vE(X,, Yo) 


TE Ya) 


g (x,y) =0 
Vf (xo; Yo) = Ào Vg (Xo. Yo). 


Geometricamente, chegamos à seguinte condição necessária: uma condição necessária 
para que (xo, yo) E B seja um extremante local de f em B é que (xo, yo) torne 
compatível o sistema 


Vf(x, y) = AVe (x, y) 
g(x y)=0 


Este processo de se determinar candidatos a extremantes locais é conhecido como 
método dos multiplicadores de Lagrange; os À que tornem tal sistema compatível 
denominam-se multiplicadores de Lagrange para o problema em questão. 


Teorema 1. Seja f (x, y) diferenciável no aberto A e seja B = ([(x, y) € A lg (x, y) = 0), onde g é suposta de 
classe Clem A, e V g (x, y) (0, 0), para todo (x, y) € B. Uma condição necessária para que (xo, yo) € B seja 
extremante local de f em B é que exista um real Ao tal que 


Vf (o Yo) = Ap Ve (Xo Vo). 


Demonstração 


Suponhamos que (xo, yo) € B seja um ponto de máximo local de f em B; isto 
significa que existe uma bola aberta V de centro (xo, yo) tal que 


i y Yo ) n é 2%, y) = 0 


FA y <F Yo) 


para todo (x, y) EBNV. ((x, y) EBAV g(x y) = Oe (x, y) EV). 
Consideremos, agora, uma curva y diferenciável num intervalo aberto / tal que 
— . A . 
y (to) = (Xo Yo)» to E L Y (to) + 0 e g (y (1) = 0, para todo t € 1 (a existência de uma tal 


curva é garantida pelo teorema das funções implícitas). Da continuidade de y segue que 
existe ô > 0 tal que 


t E Jtg — ô, to + 0=>y(MEBNYV. 
Daí, 
F) SFO (tg) 


para todo t E |to — ô, to + ô[; assim, to é ponto de máximo local de FO = f(y (1)) e 
como ty é ponto interior a /, resulta F” (to) = 0, ou seja, 


© VF (y (to) Y’ (to) = 0. 


Por outro lado, de g (y (t)) = 0 em 7 resulta 
© Vg (y (to) y' (to) = 0. 
Tendo em vista que V g(y (t9)) 4 0 segue de (1) e (2) que existe 4, tal que 
V F(Y (to) = do Ve (y (to)). m 


Então, sendo f (x, y) diferenciável no aberto 4e B = f(x,y) € A | g (x, y) = 0), onde 
g é suposta de classe C' em A e Vg(x, y) £ (0, 0) em B, os candidatos a extremantes 
locais de f em B são os (x, y) E A que tornam compatível o sistema 


Vf(x y) =AV g ( y) 
g (x,y) =0 


Estabelecemos assim uma condição necessária para um ponto (xo, Yo) ser um 
extremante local de f em B. Trabalhando diretamente com a função o aluno deverá 
decidir quais dos candidatos encontrados são realmente extremantes locais. 


Observação. Se no teorema 1 acrescentarmos as hipóteses f de classe C! e V f (xo, yo) 
+ (0, 0), então poderemos afirmar que a curva de nível de f que passa pelo ponto (xo, 
Yo) tangencia, neste ponto, a restrição g (x, y) = O. Entretanto, nada podemos afirmar 
com relação à tangéncia se V f (xo, yo) = (0, 0) (veja Exercícios 1 (f) e 1 (g)). 


EXEMPLO 1. Determine os extremantes de f (x, y) = 3x + 2y coma restrição x? + y? = 
1. 


Solução 
Seja g (x, y) =x? +? — 1; o que queremos são os extremantes de fem 
B= f(x,y) E€ RI g (x, y) = 0!. Como g é de classe C’ e Vg (x, y) = (2x, 2y) + (0, 0) em 


B, resulta que os candidatos a extremantes locais são os (x, y) que tornam compatível o 
sistema 


Vi y) =AV e (x, y) 
g(x, y) =0 


ou 


que é equivalente a 


Como 4 £ 0, das duas primeiras equações resultam 


Aa 
o A 


Substituindo estes valores em x? + y? = 1, vem 


3 
E sasi ou A=+ y 
4A* AS 2 
3413 2413 3 13 2113 | . 
Segue que e|- — são os candidatos a extremantes 
Bagda KA B 13 
3 ER 2 Y í EN 2 413 

locais. Como B é compacto e f | E E)», E E | resulta que 

33 2413” | E W- 2 Mm) 
TEET é ponto de máximo e a é ponto de míximo e f em 


B. (Interprete geometricamente.) 


EXEMPLO 2. Estude, com relação a máximo e mínimo, a função f (x, y) = y + x? com 
a restrição y — x? = 0. 


Solução 
g(xy)=y- reB= NE R? lg (x, y) = 0}. 


Como g é de classe C! e Vg (x, y) = (— 3x°, 1) (0, 0) em B, resulta que os candidatos 
a extremantes locais são os (x, y) que tornam compatível o sistema 


| V f(x, y) = AVe (x, y) 
g(xy)=0 


ou 
| Bx, 1) = A (73x, 1) 
y—x =0. 


O único candidato é (0, 0) que não é extremante de fem B, pois f (x, y) > 0 para x > 0 e 
y>0ef(x y)<0 parax<0ey<O0. 


EXEMPLO 3. Encontre o ponto da curva xy = 1, x > 0 e y > 0 que se encontra mais 
próximo da origem. 


Solução 


Trata-se aqui de se determinar o mínimo de f (x, y) =x” + y? coma restrição xy = 1 
(f (x, y) é o quadrado da distância de (x, y) a (0, 0)). 


Vf(x, y) = AVe (xy .  |Qx 2y) = À y, x) 
g (x,y) = 0 a xy— 1=0 


O único candidato é (1, 1) e, por inspeção, verifica-se que (1, 1) é ponto de mínimo. 
Assim, (1, 1) € o ponto da curva xy = 1, x > 0 ey > 0 que se encontra mais próximo da 
origem. 


EXEMPLO 4. Determine a reta tangente à curva y? + PARE Lx > 0 ey > 0 que forma 
4 


com os eixos triângulo de área mínima. 
Solução 


Seja (a, b) (a > 0 e b > 0) um ponto da elipse y? + aa 1. A equação da reta 
4 


tangente em (a, b) é: 


p` 
(2a z); [(x, y) — (a, bì] = 0 


ou 
ax + ia =]. 
4 
a 
A área do triángulo OMN é: A = —. O problema consiste em minimizar A = — coma 


ab ab 


9 


restrição q? + q 1. 
4 


= > =A 
2 2 O ( ; ab 
| ao | À | 2a, E | 
atb ab- 2} 4 
giim a TA 
b? 1b” 
a? + — = , 
+ O 
at + — = 
4 


Das ae primeiras equações segue b = 2a. Substituindo na última equação obtemos 


a =. A equação da reta que resolve o problema é: 


2 


2x + y = 242. E 


PROBLEMA 2. Seja f (x, y, z) diferenciável no aberto A C R? e seja 

B= {(x, y, z) E A | g (x, y, z) = 0}, onde g é suposta de classe C' em A e Vg (x, y, z) £ 
(0, 0, 0) em B. Qual uma condição necessária para que (xo, Yo, Zo) E B seja extremante 
local da f em B? Raciocinando geometricamente, como no Problema 1, chega-se à 
condição: a condição necessária para (xo, Yo, Zo) E B ser extremante local de fem B é 
que exista Ao tal que 


Vf (X0: Yo» 20) = Ap VE (Xp Yo» 20)- 


Deixamos para o leitor a prova desta afirmação. Deste modo, os candidatos a 
extremantes locais de fem B são os (x, y, z) € A que tornam compatível o sistema 


VFX y, D = A Ve (x y, 2 
2 (x,y,z) =0 a 


EXEMPLO 5. Determine o ponto do elipsoide x? + 2y? + 37? = 1 cuja soma das 
coordenadas seja máxima. 


Solução 


ueremos maximizar f(x, y, zZ) =x + y +z coma restrição x? + 2y* + 32*= 1. 
y, Y y 


[e y, Z) = A Vg (x, y, 2) í L, 1, 1) = À (2x, 4y, 62) 
a s => 2 2 2 


2(1y3=0 X tY +37-1=0. 
————— A 
g (x, y 2) 
. , o l l 
Como 4 deve ser diferente de zero, da 1.º equação tiramos: x = Sy E ae z= SA 
Substituindo na última equação obtemos: 
] 2 3 [11 
—> t — + — =l ou à= £ —. 
4A* 161% 361“ y 2 


Os candidatos a extremantes sáo: 


(1 ALA f11 1 | rfi 1 f1 1 pi) 
E EA a A ET ad E) 
E 24 4V24 6124. 224 4424 6124 
Da compacidade de B, da continuidade de fe de f (XD) > f (X2) segue que o ponto 
procurado é 


O próximo teorema fornece-nos uma condição necessária para (xo, Yo, Zo) ser um 
extremante local de f (x, y, z) com as restrições g (x, y, zZ) =0 eh (x, y, z) = 0. Para a 
demonstração de tal teorema vamos precisar do seguinte resultado (cuja prova fica 


. . . — > —s — == 3 . 
para o leitor): sejam yyy e c y Vetores do R° tais que 
=} 


>. > >> > > > > f x : : : 
uNvi0.uc=0 v: c=0e w- e = 0; então existem reais 4 e 4, tais que 
— 


> > 
w = À] u + A> y: 


Teorema 2. Seja f (x, y, z) diferenciável no aberto A C [R3 e seja B = {(x, y, z) E A | g (x, y, z)=0 eh (x, 
y, Z) = 0}, onde g e h são supostas de classe C! em A e V g (x, y, Z) A V h (x, y, Z) É 0 em B. Nestas 


condições, uma condição necessária para que (xo, yo, zo) € B seja extremante local de f em B é que existam 
reais À1 e 22 tais que 


VÍ (o Yo Zo) — Ay Ve (Xp Yo» Zo) + À, Vh Xp Yo» Zo). 


Demonstração 


Suponhamos que (xo, Yo, Zo) seja ponto de máximo local de fem B, o que significa 
que existe uma bola aberta V de centro (xo, Yo, Zo) tal que, para todo (x, y, z) EBAN FV, 


f(x, y, Z) <f (xo, Yo, Zo) 


(como A é aberto, podemos supor V C 4). Consideremos uma curva diferenciável y : 7 
> RÝ, Z intervalo aberto, tal que y (t4) = (Xp, Yo Zo), Y (to) £ 0 e y (t) € B para todo t em 
I (a existência de uma tal curva é garantida pelo teorema das funções implícitas). Da 
continuidade de y, segue que existe ô> 0 tal que 


tE lt) -60,ty +8 >y(MEBNYV. 

Assim, para todo t E ]to — ô, to + ô[ tem-se 

FO) E FY (to). 
Logo, to é ponto de máximo local de F (t) =f (y (£)) e daí F” (to) = 0, ou seja, 
© VEO (to): Y (tp) = 0. 
Por outro lado, de y (t) E B para todo t E 7 segue que 

80 (0)=0e4 (y (0) =0, 

para todo t em /; daí 
© Ve (y (to)) © Y’ (to) = 0 e Vh (y (to) Y' (tp) = 0. 


+ — —> 
De (1) e (2), tendo em vista que y” (to) + 0 e Ve (y 9) AV h (y (to) 0: resulta que 
existem reais 2, e 22 tais que 


VE (y (to) = Ay Ve (y (to) + As VA (y (to). 


Ve 


Ty 
h(x, y, 23 = 0 
R 


Yo) 


PN i 
g(x,y, z3 = 0 


EXEMPLO 6. Determine os pontos mais afastados da origem e cujas coordenadas 
estão sujeitas às restrições x + 4y +z =4ex+ty+z=l. 


Solução 


Trata-se de determinar os pontos que maximizam a função f (x, y, Z) =x +y +2 (f 

(x, y, Z) é o quadrado da distância de (x, y, z) a (0, 0, 0)) com as restrições g (x, y, z) = 
0 e A (x, y, z) =0, onde g (x, y, z) =x +y +z- 1 eh (x, y, zZ) =x + 4y +72 -— 4. Temos: 
> > > 

i j k 

Ve(xy 3 AVh(xy3=|1 1 1 


(verifique). Estamos indicando por B o conjunto {(x, y, z) |xty+z=1lex +47 +27 
= 44. Observe que B é compacto. Os candidatos a extremantes locais são os (x, y, Z) 
que tornam compatível o sistema 


Vf (x, y, 2) = AVe (x, y, 2) + u Vh (x, y, 2) 


g(%,y2)=0 
h (x, y, z) = 0. 
2x = À + 2ux 2x (1 — u)=A 


© 
2y = À + 8uy 2y(1-8u4)=14 © 
2z = À + 2uz o 2(1>=u4)=14 O 
xtytz=] x+tytz=] (4) 
LFA +A RA 2=40 


De (1) e (3) segue 
2x (1—u)=2z (1 — u). 
Para u A 1, x =z. Substituindo em (4) e (5) 


2x + y=1 p= =: 2x 
+. ou de ¡PB 
2x + 4y =4 x y” =2. 


2 e) e) 8 
x +2(1-2" =2599%”"-8t=0S=2x=00:x “a 
Š : 8 78 
Temos, então os candidatos: (0, 1,0) e (5-59) Para u = 1, teremos 4 = 0. Segue de 


9 
(2) que y = 0; substituindo em (4) e (5) 


fx+2=1 
a r +.7 
e + (1 - xy =452-2-3=051= a 
e) 


pa 


TENT — 4/7 = 7 + 47 
Segue que E KUE Tef É po — | são outros candidatos a 


- - - 


extremantes. Como f é contínua e B compacto, basta comparar os valores de f nos 
pontos encontrados: 


f(0, 1, 0) = LS os |= m 
9 99) 81 
(E A qu E A) 


| me 0, l E E | l rar 0, | são os pontos mais 


da pa 


Conclusáo. 


- 


afastados da origem. Por outro lado, (0, 1, 0) é o mais próximo da origem. 


Exercícios 16.5 


1. Estude com relação a máximos e mínimos a função dada com as restrições dadas. 


a) f (x, y) =3x +y e x? +2y2=1 


10. 


11. 


12, 


13, 


14, 


15. 


16. 


b) f(x, y)=3x+yex2+2y2<1 
c) f(x, y) =x? +2y2 e 3x+y=1 


d) f (x, y)=x2+4y2exy=1,x>0ey>0 
e) f (x, y) =xy e x2 +4y2=8 

P fœ, y)=x2+2xy +y2ex+2y-1=0 
g) f Œ, y) 5x2- 2xy +y? ex2? +y2=1 

h) f Œ, y) =x? - 2y? e x2? +y? -2x =0 


A +y- 3x- 3yex+2y=3 
D f(x, y) =x2— 2xy + 3y2 e x2 +2y2= 1 


Determine a curva de nível de f (x, y) = x2 + 16y2 que seja tangente à curva xy = 1,x > 0 ey > 0. Qual o 
ponto de tangência? 


Determine o ponto da reta x + 2y = 1 cujo produto das coordenadas seja máximo. 
Determine o ponto da parábola y = x2 mais próximo de (14, 1). 
Determine o ponto do elipsoide x2 + 4y2 + z2 = 1 que maximiza a soma x + 2y +z. 


Determine a superfície de nível da função f (x, y, z) =x2 + y2 + 222 que seja tangente ao plano x + 2y + 3z = 
4. Qual o ponto de tangéncia? 


Ache o valor máximo e o valor mínimo da função f (x, y, z) =x + 2y +z com a restrição x2 + 2y2 +22 =4, 
Determine o ponto do plano x + 2y — 3z = 4 mais próximo da origem. 


Determine o ponto da reta 


que se encontra mais próximo da origem. 
Maximize f (x, y, zZ) =x + 2y + 3z sujeita às restrições x2? + y2 +z2=4ex+y+z=1. 


Encontre os pontos da elipse x2 + xy + y2 = 3 (de centro na origem) mais próximos e os mais afastados da 
origem. Desenhe a elipse. 


Encontre o ponto da curva x? — 2xy + y2 — 2x — 2y + 1 = 0 mais próximo da origem. 

Encontre os pontos da curva x2 — 6xy — 7y2 + 80 = 0 mais próximos da origem. Desenhe a curva. 
Determine o ponto da superfície xyz = 1, x > 0 e y > 0 que se encontra mais próximo da origem. 
Pede-se determinar três números positivos cuja soma seja 36 e cujo produto seja máximo. 


Determine, entre os triângulos de mesmo perímetro, o de área máxima. 


(Sugestão: Utilize a fórmula A = y p(p—a)tp—b)(p— c) que fornece a área do triângulo em função 
dos lados a, b e c, onde p é o semiperímetro.) 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


2T; 


28. 


3 
PAR 
. p C r MÍ . w 
Verifique que | — | é o valor máximo de xyz, x > 0, y > 0 e z > 0, com a restrição x + y +z =c (c > 0). 
e, 
Conclua que a média geométrica de três números positivos é sempre menor ou igual à média aritmética destes 
números. 


Determine, entre os paralelepípedos-retángulos de mesmo volume, o de área máxima. 


Deseja-se construir uma caixa, sem tampa, com 1 m3 de volume e com a forma de um paralelepipedo- 
retângulo. O material a ser utilizado na confecção do fundo custa o dobro do que será utilizado nas laterais. 
Determinar as dimensões da caixa que minimiza o custo do material. 


Deseja-se construir um paralelepípedo-retângulo com área total 100 cm2. Determine as dimensões para o 
volume ser máximo. 


Determine o paralelepipedo-retângulo de volume máximo, com arestas paralelas aos eixos, inscrito no elipsoide 


Determine o paralelepípedo-retângulo de volume máximo, com três de suas faces nos planos coordenados, 
contido no tetraedro ((x, y, z) EW3|x+2y+32<12,x>0,y>0€ez>0). 


A temperatura T em qualquer ponto (x, y, z) do espaço é dada por T = 100 x2yz. Determine a temperatura 
máxima sobre a esfera x2 + y2 + 22 < 4, Qual a temperatura mínima? 


E A A 
Determine o plano tangente à superfície — + — + — = 1,x >0,y>0e z > 0, que forma com os 
9 16 
planos coordenados tetraedro de volume mínimo. 


Determine P na elipse x2 + 2y2 = 6 e O na reta x + y = 4 de modo que a distância de P a O seja a menor 
possível. 


Considere a forma quadrática O (x, y) = ax? + 2bxy + cy? onde a, b, c são constantes não simultaneamente 
nulas. Seja g (x, y) =x2 + y2 — 1. Suponha que (xo, yo, 40) seja solução do sistema 


VO (x, y) = A Vg (x, y) 
9 9 
EFI SL 


Prove que O (xo, yo) = 40. 
(Sugestão: Como O é homogênea de grau 2, utilize a relação de Euler. Veja Exercício 26 da Seção 12.1.) 


Sejam O (x, y) e g (x, y) como no exercício anterior. Suponha que os multiplicadores de Lagrange associados 
ao problema 


| VO (x,y) =À Ve (x, y) 
PENE, 


sejam estritamente positivos. Prove que O (x, y) > 0, para todo (x, y) + (0, 0). 
(Sugestão: Utilize o Exercício 26.) 


Prove que os multiplicadores de Lagrange associados ao problema do exercício anterior são as raízes da 


equação 


= (). 
b c=A 


a-A b | 


29. Sejam O (x, y) e g (x, y) como no Exercício 26. Sejam 11 e 12,141 < 42, as raizes da equação 


= (). 
b c=A 


a=A b | 


Prove que 41 e 22 são, respectivamente, os valores mínimo e máximo de O sobre a circunferência x2 + y2 = 1. 


16.6. EXEMPLOS COMPLEMENTARES 


EXEMPLO 1. Seja f (x, y) de classe C? num aberto 4 do R°. Suponha que (xo, yo) € A 
seja um ponto crítico de f. Prove que uma condição necessária para (xo, yo) ser um 
ponto de mínimo local de fé que 


9 r 7 


J4 o2 Ff 22 z 
; 2 (o Vo)? + 2 d Xp» Yo) Ak + - É (xo Yo) É 0 
ax” dx dy oy? 


para todo (A, k). 
Solução 
Seja y = (h. k) + (0. 0) € consideremos a função 
g-(1) =f (Xo + ht, yo + kt). 
a 


Suponhamos que (xo, yo) seja ponto de mínimo local de f; então t = O será ponto de 
mínimo local de £; e, portanto, deveremos ter necessariamente 84 (0) > 0. Como 


: PF E aa o 92 f 2 
g (0) = Em (Xp Yo) h + 2 z3 EF (Xo> Yo) hk + EY. (Xo: Yo) k 


EL 
A 


/ (xo + th, yo + tk) 


Ni Xo Yo) 


(verifique) resulta que 


= 92 f d'f 
— (x vo) hº + 2 (xo. Yo) Ak + —(x vo) =0 
0» YO Es 0 Yo ay? 0- Yo 


para todo (A, k), é uma condição necessária para (xo, yo) ser ponto de mínimo local de 
f. 


Observação. Note que £; fornece os valores que f assume sobre o trecho da reta (x, y) 
= (xo, Yo) + t (A, k) contido em Dx 


EXEMPLO 2. Considere a forma quadrática 
O (h, k) = ah? + 2bhk + ck 


onde a, b e c são constantes. Suponha a £ 0. Verifique que 


a b 
b c 


f; 2 
01) =a[h+>k) + 


a a 


Solução 


ah? + 2bhk + ck = a G DR pu pE e, 
a 


a 
, 
car e Bertel 
a a“ a“ a 
b Y? ac-l 
=a|(r+ 2a) E e 
a j as 
ou seja, 


OM) =a[h+=k) + 


a 


EXEMPLO 3. Considere a forma quadrática 


O (h, K) = ah? + 2bhk + ck. 


Prove: 


š a 
(1) sea>0e i 


l 


d> 0, então O (h, k) > 0, para todo (h, k) # (0, 0). 


Gi) s ) 
11) se E 


R d< O, então existem (%4, k1) e (5, ko) tais que O (h4, ki) < 0 e Q (h>, ka) > 0. 


Solução 


Pelo Exemplo 2, sendo a £ 0, 


O (h, k) =a(n+24) + 
a a 


(1) imediata. 
(ii) se a = 0, teremos necessariamente b + 0; neste caso, existe tal que O (a, 1) e O 


(a, — 1) terão sinais contrários. (Verifique.) Se a £0, O (1,0) e o|, —] ] terão sinais 
a 


a bl 
b c 


contrários Q(1,0)=ae o[+, = ) = 
a a 


EXEMPLO 4. Seja f (x, y) de classe C? num aberto A do R? e seja (xo, yo) E 4 um 
ponto crítico de f. Prove que se 


7? f 2 f 
é Él (xo, Yo) > L (Xo, Yo) 
H (o) =| E. pede <0 
0» 40 92f rl Ds (xo. Vo) 
Eu ER X0. YO y? X0. YO 


então (xo, Yo) não é extremante local de f. 
Solução 
Seja 
e me 
g” (1) = (xo + ht, yo + kt) (v = (h, k). 


Pela regra da cadeia, 


9? F p 
i, (xo, yo) kº. 
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si g4 92 f 
g> (0) = E (xo. yo)h? + 2 — J (xo, yo) hk + 
v dx4 dx dy 


Pelo Exemplo 3 (11) 


o) “9 


"e da f 
(xo, Yo) e c = o (xo, Yo) [existem 
Ó 


92 f d 
— (xo, Yo) b = — 
Es (x0, Yo E 


acido 2 


> > 
v =(h,k) e v = (Mm, k,) 


tais que 


g> (0)<0 e g- (0)>0. 
vi Va 


Assim, t = 0 é ponto de máximo local de 8; (1) e ponto de mínimo local de £ k (1). Logo, 


(xo, Yo) não é extremante local de f. 


Sy 
> 


Eye (xo + hat, Yo + kat) 
A ta 


) 
(Xo + hit, Yo + kit) 


Seja (xo, Yo) € Drum ponto crítico de f. Dizemos que (xo, Yo) é ponto de sela de f se 
em toda bola aberta de centro (xo, yo) existirem pontos (x1, y1) e (x2, y2) com f (xı, y1) < 
f (xo, yo) € f (xa, y2) > f (xo, Jo). 

Seja f (x, y) de classe C? num aberto A de R? e seja (xo, yo) € A um ponto crítico de 
f. Segue do Exemplo 4 que se H (xo, yo) < 0, então (xo, yo) será ponto de sela de f 
(verifique). 


EXEMPLO 5. Sejam f (x, y) de classe C? e (xo, yo) um ponto interior de D, Suponha 
que (xo, Yo) seja ponto crítico de f. Prove: 


a) Se 2 Í (o, vo) > 0e H (xo. yo) > 0, então (x ay ) será ponto de mínimo local de f. 
b) Se 2 EN vo) < 0 e H (Xp, Yo) > 0, então (x 27. ) será ponto de máximo local de f. 
Solução 


a) Da hipótese e da continuidade das funções 


22 f 22 f 
A E 1X, y) E J (x, y) 
otf dx4 dx dy 
~z (% y) e H (x, y) = 02f 05 
ox (xy) Lia) 
dxdy dy” 


segue, pelo teorema da conservação do sinal, que existe uma bola aberta B de centro 
(xo, Yo) (podemos supor B C Ds, pois (xo, Yo) é ponto interior de D») tal que, para todo 


(x, y) em B, 
J2 f 
Ea me y)>0eH(x,y)> 0. 
dx? 


9 


Lx ne 
oy 


s 


Pela fórmula de Taylor, com resto de Lagrange (veja teorema da Seção 15.4), para todo 
(h, k), com (xo + A, yo + k) € B, existe (x, y) interno ao segmento de extremidades (xo, 


CI emas L RR 
dx- dx dy 


vo) e (xo + h, yo + k) tal que 


fo + h, yo + K — f (xo yo) = > | 
of of i ; 
lembre -se de que — (Xp, Yo) = 0 = ay (Xo. Yo), pois (Xp, Yo) é ponto crítico de | 
OX OY 


Como (x, y) € B, 

Ea A a p 
E a qe E 

2. f Ea y) L y 
I x y)>0 eH y= Z. n >0 

£ CT = + ve E 

—— (x, y) = (xX, Y) 

dx dy? 


tendo em vista o Exemplo 3, para todo (A, k) + (0, 0), com (xo + A, yo + k) € B, 
f (xo + h, yo + k) — f (xo, yo) > 0, 


ou seja, 
Sœ y) >f (o, yo) 


para todo (x, y) em B, com (x, y) 4 (xo, yo). Portanto (xo, yo) é ponto de mínimo local de 


f. 
b) Fica a seu cargo. [Basta verificar que (xo, yo) é ponto de minimo local de g (x, y) = 
Ho, y).] 


EXEMPLO 6. Sejam a, 5, y, ô, e e y números reais dados. Considere a forma 
quadrática 


O (r, s, t) = ar + Bs? + yt + 2ôrs + 2ert + 2 pst. 


Supondo a + 0, verifique que 


» Q&Q O € 
y k ô s el P E B p 
ô e | É Iô ô € 
O(rst=alrt—s+>t| + q A fg) ER 
a a a a ô a ô 
ô ê B 
Solução 
23 2 2 
Q (r,s, =a A E. A a 
a a a a a 
8? 2 28 2€ 
=a|r? + A PE 
as a“ a a 
2e5 52. 2 2€ô 2 | | 
+Sa-S2-Sr-S a+ Par Pl 
a a” a a a a a 
Assim, 
a 
L EN. 9 ur 
Q (r,s, =a (+2 +£;) ¿ee o 24H ES 3 a ia ci t 
a a ar a a 
a ô ae » E€ 
e Y 18 e y “Iô q 
-a(r+ s+ JE s? + t? + st. 
a a a 
n 
O (s.t) 
5 
Supondo 4 < À 
up 5 Pa 


E ô o € gla € 
= ô e 5 
o(s n= Ella EN PL st 
q a ô a 8 
É B É B 
E 
a 8 3 € z € E 2 
ante p E PR A bes P t2 ô E 
Q E ô a l a 2 
aii É B É 
9 
É o É € a ólla e a 2 
sa B yä ld Blle y n 
a E ô a 57 
ô B ô B 
Como, 
dla E j =a|8 B o (verifique) 
ô € ô > | 
į s ý E w E 
resulta 
s JH 
A E Ô E E ô 
O(s n=a(r+5s+ Lt] + ô B 54 ô q ale 
a a a a 
BE 


EXEMPLO 7. Considere a forma quadrática 


O (r, s, tf) = ar? + ps? + yt + 2ôrs + 2ert + 2gst. 


Verifique: 


a Ô € 5 
a) Se |8 B q >: a 02 a> O.enão 


e PY 


O (r, s, t) > 0, para todo (r, s, t) 4 (0,0, 0). 


a Ô € 
Q 
b)Se |ô B g|<o, 5 | TORE 
E P Y 
O (r, s, t) < 0, para todo (r, s, t) 4 (0, O, 0). 
5 a 
c) Se Ž d<0eca> 0, então existem(r,s,t)e(r,s,t)taisque O(r,s,t)<0e 
o B i 11 2 2 2 i 14 
O (m, 82; t2) > 0. 
Solução 


a) e b) são consequências imediatas do Exemplo 6. 


o ô E 
= >) ) 
(6 \ JÓ Bl; assi J ssa A 
E) 0(1,0,0)=«eQ|=,-10|= : + asia 8 Ue od ol 1,0] em 
LU / 4 


sinais contrários. [Sugerimos ao leitor determinar outras situações que levam à 


existência de (ri, S1, tı) e (n, S23 t2) com Q (rı, S1, tı) <0e Q (7, $2, t2) > 0.] 
E 


Deixamos a cargo do leitor a demonstração do resultado que aparece no Exercício 
15 da Seção 16.3. 


(Sugestão: Proceda como no Exemplo 5.) 
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MÍNIMOS QUADRADOS: SOLUÇÃO LSO DE UM 
SISTEMA LINEAR. APLICAÇÕES AO AJUSTE DE 
CURVAS 


17.1. TEOREMA DE PITÁGORAS 


Teorema de Pitágoras. Sejam A, B e C três pontos do [In, e consideremos os vetores 
— — 


=> o 
a =B-C, b=C-Aec = 


> E : 
NA Suponhamos que os vetores be cm ortogonais, 


isto é, que o produto escalar “¿y . Fs — 0 Nessas condições, tem-se 
>, >, >, 
lali = II DU + Il ce 114. 


> > > > >, > > 
e p & para todo v: lys y -» y> € 


De fato, observando que = 
lembrando, ainda, das propriedades do produto escalar, vem 


a So =} => > > > > = o so = =} = 
kalts g a d = (emp lao bpy= C= e =2b +. + bb. 
E, portanto, tem-se a relação de Pitágoras 
>, a, >, 
all = Il b l4 + Ilc 11. E 


Uma consequência importante do teorema de Pitágoras e que será utilizada logo é a 
seguinte: 


Sejam A, B dois pontos do [Fin e seja 2 o conjunto, contendo 4, de todos os pontos C de [Rn tais que C — 4 seja 
ortogonal a B — 4. Nestas condições, para todo C em Q, 


[BA |< B=Cl| 


ou seja, para todo C em Q, a distância de B a 4 é menor ou igual à distância de Ba C. 


De fato, pelo teorema de Pitágoras, 
[B=C|P=1B=A|"+|C=A [f. 


Como || C— A |P > 0, resulta || B — C |? > [| B — A |P e, portanto, 
IB-AI=<IUIB=-CI- El 


Observação. Lembre-se de que, sendo X e Y dois pontos do Rn, a distância de Xa Yé || 
X- Y |. Assim, se Q for uma reta ou um plano em R? (ou no Rn), então ||B — AJ| será a 
distância de B a Q. 


17.2. SOLUÇÃO LSQ DE UM SISTEMA LINEAR COM UMA 
INCÓGNITA 


Vamos começar considerando um sistema linear S, no plano, com uma incógnita. 


ç. Jant = bı 
es last = bz. 


Esse sistema, no sentido habitual, poderá ter solução ou não. Terá solução se o ponto B 
= (bi, b2) pertencer à reta r, dada, em forma paramétrica, por 


. | X ay ¡1 
Ly = axt. 


Se o ponto B = (bı, b2) não pertencer à reta r, o sistema S não admitirá solução, no 
sentido habitual, mas admitirá solução LSQ ou solução dos mínimos quadrados. 


Definição (de solução LSO). Dizemos que to é uma solução LSO ou solução dos mínimos quadrados do 


sistema linear S se t = tg tornar mínima a distância do ponto B = (b1, b2) ao ponto X= (a11t, a21£), t real. 


Consideremos os pontos A = (anto, anto), B = (bi, b2) e X = (ant, ant). Pensando 
geometricamente, to será uma solução LSO do sistema linear S se o vetor B — A for 
ortogonal à reta 7 ou, de forma equivalente, se B — 4 for ortogonal ao vetor X — 4, ou 
seja, se 


(B-A (X-A 0. 


De fato, se para t = ty o vetor B — A for ortogonal a X — A, pelo que vimos na seção 
anterior, teremos, para todo t, 


IB-A|<|B-Xl 


e, portanto, 4 é o ponto da reta r que se encontra mais próximo de B. 

Observe: se t = to for solução do sistema S no sentido habitual, será, também, 
solução no sentido LSQ. Você concorda? 

Vejamos como achar rapidamente a solução LSO do sistema S. Primeiro devemos 
escrever o sistema S em forma vetorial. A seguir, em vez de representar um vetor em 
linha, vamos representá-lo em coluna, usando colchetes. Façamos 


> > 
y = “Mile b = bı i 
a21 b> 


Assim, o sistema S poderá ser reescrito na forma 


> > 
S: {ty = b. 


Como X — A é paralelo a ,.., pois ņ é o vetor diretor da reta r, deveremos ter então 
Vi Vi 


> > 
b — to ví ortogonal a vp OU seja, 


— > > 
(b — tp): vm =0. 


Tendo em vista a distributividade do produto escalar em relação à adição, resulta 


> > >> 
ovicm= bey 


e, portanto, 
> o 
D- VI 
Li = e 
VI VI 


Nada muda se S for um sistema linear com uma incógnita no Rn. Vamos resumir o 


que fizemos anteriormente supondo S no Rn. 


Solução LSQ de um sistema linear, com uma incógnita, no [[In. 


Seja S o sistema linear 


a111= bi 411 
azt = b» Es _ aj 
, Y = 


NIE, 


Ani t = Bn Un] 


A solução LSO de S é a raiz da equação 


(b — tv): v; =0 


e, portanto, 
> > 
mn b VI 
SS" 
vY v 


Outro modo de se determinar a solução LSQ do sistema linear S é usando o 
cálculo: determina-se t que torna mínimo o quadrado da distância do ponto B = (bı, b2, 
..., bn) ao ponto X= (ant, anıt, ..., amt). Indicando por W o quadrado da distância de B 


a X, temos: 


n 


k=1 
Derivando, obtemos 


IW n n n 
loz y 2 (bj — taşı) (—aj1)= 2 Y tapar —2 em by aj 
KZI k=1 K=] . 


n n 
Igualando a zero e lembrando que > (Az ¡0x1 =t y Af 1441, resulta 


k=1 k=1 
n 
y ba dic e 
ue k=1 o b- yv 
Toa SS 
2 dd 
akiak] 
k=1 


Como o gráfico de W = W (t) é uma parábola com concavidade voltada para cima (de 
acordo?), segue que o valor de t acima torna mínimo o valor de W. 


EXEMPLO. Determine a solução LSO do sistema 


[3x =5 
qx=8 
[2x =7 
Solução 
Aqui, 
ai 3 3 5 
y =|1 e b =|8.. 
2 7 
A solução LSQ do sistema é 
— 
b -v Stet 37 


y = ——— = — = — 


mon. 9+1+4 14 


3 i é 
Conclusão: x = = é a solução LSQ do sistema dado. (Observe que esse sistema não 
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admite solução no sentido habitual. Observe, ainda, que, para t = 4 a distância do 


ponto B = (5, 8, 7) ao ponto (3t, t, 2t) é exatamente a distância de B à reta dada, em 


forma paramétrica, por x = 3t, y =tez=2t.) 
E 


ATENÇÃO: Na HP-48G, a solução fornecida pelo aplicativo SOLVE LINEAR 
SYSTEM é uma solução LSO. No Apêndice 2, mostramos como trabalhar nesse 
aplicativo. 


Exercícios 17.2 


1. Determine a solução LSO do sistema dado. 
a) b) 


Determine o ponto de r que se encontra mais próximo de P. 


3. Seja o ponto P = (1,1,1) e considere a reta r dada em forma paramétrica por 


[1 =1+1 
r:3y= 21 
z=t+2 


Determine o ponto de r que se encontra mais próximo de P. 


17.3. SOLUÇÃO LSQ DE UM SISTEMA LINEAR COM DUAS OU 
MAIS INCÓGNITAS 


Inicialmente, vamos considerar um sistema com duas incógnitas. Seja, então, S o 
sistema linear 


[ax + ap y=bj 
ç. a x + an y = b) 


” Xx + An2 y = dy 


Definição (de solução LSO). Dizemos que (xo, yo) é uma solução LSO de S se (x, y) = (x0, yo) tornar mínima 
a distáncia do ponto 


bj ajx + any 

bz az; X + an y 
B=| “| aoponto X = + sa 

bn Ani X + an2 Y 


Fazendo 


a11 Xo + a12 Yo 
a21 Xo + a22 yo 


Ani XQ + An2 YO 


supondo que o vetor B — 4 seja ortogonal a X — 4 e procedendo como na seção 
anterior, resulta, para todo (x, y), 


IB-A|<|B-X]. 
Façamos 
b] ajl aj 
FE bo a] =? an2 
b = E vo =| ^ 
ba an] an2 


Observando que 


— 
XA-A=X=—xp) Y +t O= y) Y2 


— 


— . 
segue, se B — 4 for ortogonal a v; € à pz» OU seja, se 


i= dão vy=0 
((B=A)-73=0 
=> >. 

1 + yo v2> O Sistema acima 


então B — A será, também, ortogonal a X— 4. Como 4 = xo) 


poderá ser reescrito na forma 
-> > > > 
( b — X() VI em YO v2) a VI = 0 
1> > > > 

[Cb — xo yı — YoV2)* vo =0 


que é equivalente a 


> > > > 2 > 
Pe. A FI MA MA 
> > > > > > 
P: vo + yoy2 vo = Devo 


Resumindo: 


Solução LSQ de um sistema linear, com duas incógnitas, no [[)n. Seja S o sistema linear 


(all x + my S bj ajl a?] bj 
Jaxtany=b > ail 5? an > b> 
S sn = di =” y e E . va e TE e b — = 
(anl A + an2 y = bn nl an2 bn 


A(s) solução(ões) LSO de S é(são) a(s) solução(õdes) do sistema auxiliar 


> > 2-3 = == 
SA [vi vxtvevy= bow 
lo > > — 


N 


Mevxtvevoy= b.v 


ATENÇÃO: Prova-se em Álgebra Linear que o sistema SA é sempre compatível, no 
AS Rar Será compatível determinado, ou seja, admitirá uma única solução, 
se y € » forem linearmente E ia Será compatível indeterminado, ou seja, 


admitirá u uma infinidade de soluções, se 7 y º ex forem linearmente dependentes. 


MODO PRÁTICO PARA SE OBTER SA 


Primeiro escreve-se S na forma vetorial: 


Em seguida, multiplicam-se escalarmente os dois membros por vi e, depois, por EA para obter 


| => => -> > > > 
ça: 17r YA +yImM=b: y 


> > > > > > 
[XV] ev + yr: M=b:v. 


Outro modo de se obter a solução LSO do sistema linear S é determinar, por meio 
do cálculo, o ponto que minimiza o quadrado da distância de B a X. Chamando de W o 
quadrado dessa distância, temos: 


n 


W = EM (Aj ¡Xx + apay — by. 
k=1 


A(s) solução(des) LSO de S será(ão) então a(s) solução(ões) do sistema 


)W 
o = 
J dx 
oW 
o -0 
Oy 
OW q OW x 
De 2x = > 2 (apx + apy — by) Ap] € A = >. 2 (aX T apy — by) dj 
E=d k=1 
resulta 


n n 


Í n 
x pa aĝ + y y ama = > by aj 


k=1 k=1 k=1 
n n n 

x pA apap + y > at, = > bag? 
k=1 k=1 k=1 


que nada mais é do que o nosso SA acima. 


EXEMPLO 1. Resolva, no sentido LSO, o sistema 


x+2y=3 
E = y=1 
le =y=2 
x + 3y=1 
Solucáo 
Aqui 
| 2 3 
q 3 EA =] E | 
| 3 | 
Temos 
> > >> > > > > > > o o 
vi © yi = 12, v = vi = 1, b + v =9, vu : vo = 1, v : va =1Se b -v =6. 
O nosso sistema auxiliar é então 
e Jl2x+y=9 
Sag r+15y=6 
. a 63 129 
cuja solução é x = —— e y = E 
179 179 
` 63 129 , E R . 
Conclusão: x = ES ey= T é, então, a solução LSO do sistema dado. 


Observação: Observe que, no sentido habitual, o sistema do exemplo acima não 
admite solução. 


EXEMPLO 2. Considere no R? o conjunto 

D = ((u,v,w, 7) lu =x + 2y,v=3x—y,w=x-— y,Zz = x + 3y, x e y reais}. 
Determine o ponto de ® que está mais próximo de B = (3, 1, 2, 1). 
Solução 


O ponto (u, v, w, z) de O que está mais próximo de B é aquele obtido com (x, y) 


solução LSO de 


que nada mais é que o sistema do exemplo anterior. Como vimos, a solução LSQ desse 

63 2 i 

sistema x = ey = O ponto de & mais próximo de B é 
179 179 

321 60 —66 450 | 


179° 179° 179 179) 


EXEMPLO 3. Resolva, no sentido LSO, o sistema 


x+2y= 
S: 42x + 4y E 
ES + 6y =1. 
Solução 
Temos 
Eu || 3 2 2 
vI = 2 Vo = 4 e b = l | 
3 6 l 


Observe que > » =2 na logo 7? vi e » são linearmente dependentes. O sistema admitirá 


infinitas salicis, LSO. De fato, 


1. Jl4x + 28y =7 
SÁ: 128x + 56y = 14 
que é equivalente a 
4 .J2x+4y=1 
fo |2x + 4y=1 


Conclusão: As soluções LSQ do sistema dado são todos os pares (x, y) tais que 2x + 4y 
= 1. (Vejamos outro modo de resolver o problema acima. Colocando o sistema S em 
forma vetorial, temos 


S:(xVi tyv 


—» 


o 


p. 


Tendo em vista que n m ARA resulta: ç. (x+ 2y) 


obtemos o sistema, com uma incógnita, 


cuja solução LSO é 


Então, as soluções LSO de S são todos os pares (x, y) tais que x + 2y = 


que 2x + 4y = 1.) 


> > 
(tvi = b 
— 
“VI 7 
> 14 
y 


— 
VI 


5 ro Fazendo t = x + 2y, 


l . : 
z> OU seja, tais 


Para finalizar a seção, observamos que o procedimento para se resolver um 
sistema, no sentido LSO, com mais de duas incógnitas é análogo ao procedimento para 
duas variáveis. Consideremos, por exemplo, o sistema linear com três incógnitas 


NE 


Em forma vetorial, o sistema acima se escreve 


O sistema auxiliar SA será, entáo, 


apx+apny+agz=h 
axtazy+asgz=b 


la. Xx + An2 Y + An3 7 = bp. 


> — > > 
S:(xV1 + yv tzv =b. 
> > > > > > > > 
XV] e y tyv y zy :V=b: 
> > > > > > > 
XV] vy + yv ev zy n= b v 
> > > > > > €) > 
XV *V3 + yv v3 + zy n = Deva. 


A mesma observação é válida para o sistema SA. Tal sistema será sempre compatível, 


no sentido habitual: admitirá uma única solução se 


nmp a —> 
VI, V2 e Va 


forem linearmente 


independentes; caso contrário, admitirá uma infinidade de soluções. 


Exercícios 17.3 


1. Resolva, no sentido LSO, o sistema linear dado. A solução encontrada é solução no sentido habitual? 


[2x 1=3 
x+y=2 mn A 
AEE a b AA ) 44x + 2y=1 
o ; x+2y=3 nc Di 
x +2y=3 E aco 6x + 3y =4 
i 3x — 2y =1 


2. Considere o plano dado em forma paramétrica por 


| x=2u+v 
A: y =Uu—v 
z=u +v. 


Seja B = (3, 0, 1). Determine o ponto do plano a que se encontra mais próximo de B. Qual a distância de B a 
a? 
3. Seja o o plano do exemplo anterior. Uma partícula desloca-se sobre a, e sabe-se que no instante t a posição da 
partícula é dada, em forma paramétrica, por: x = t, y = 2t e z =z (f). 
a) Determine z (1). 
b) Determine o instante em que a partícula se encontra mais próxima do ponto (1,0,2). 


17.4. AJUSTE DE CURVA: A RETA DOS MÍNIMOS QUADRADOS 


Consideremos a tabela 


Sabemos que por dois pontos distintos sempre passa uma reta. Por mais de dois 
pontos, só com muita sorte! Mas, de qualquer forma, vamos proceder como se 


houvesse uma reta passando por todos os pontos da tabela. Seja 
y =mx+q 


a reta que estamos interessados em determinar. A notação y, que é usual em estatística, 
indica que o valor y correspondente ao valor de x é apenas uma estimativa para o 
verdadeiro valor de y. Para que tal reta passe por todos os pontos, devemos ter 


pa “tq =y 


ç. JM +q= y 


(MIn += Ya 


Definição (de reta dos mínimos quadrados). Dizemos que Ẹ = mx + q é a reta dos mínimos quadrados para 


os dados da tabela acima se (m, q) for a solução LSO do sistema S. 


Se os pontos da tabela forem colineares, então a reta y = mx + q passará por todos 
os pontos (x; yi), i = 1, 2, ..., n. Mas, de modo geral, isso não ocorrerá. Assim, em 
geral, o valor y;, y; = mx; + q, será apenas uma estimativa para o valor y, da tabela (é 
comum referir-se a esse y, como valor observado). Desse modo, quando usamos y; para 
estimar yi, estamos cometendo um erro E;: 


= O = y. = a — Y) = > 
E¡= Y; — y¡=mx;¡+q-— y; ¿=1,2,...,n. 


Segue que a soma W dos quadrados dos erros é 


n 


n 
7 2 : 


i=l i=l 


Como m e q da reta dos mínimos quadrados y = mx + q é a solução LSO do sistema S, 
resulta que tal reta é determinada de modo que a soma dos quadrados dos erros seja 
mínima. 


a 


. A 
o dd dá ts =mx +q 
. E e RES cas 
dá | E¡ =Y¡ — Yi 


A reta dos mínimos quadrados é a reta que minimiza a soma dos quadrados dos erros 


EXEMPLO. Considere a tabela 


a) Construa o diagrama de dispersão. 

b) Determine a reta dos mínimos quadrados. 

c) Utilizando a reta dos mínimos quadrados, estime os valores de y parax = 5 ex =8. 
d) Calcule as médias aritméticas x e y dos x; e dos y; respectivamente. 

e) Verifique que a reta dos mínimos quadrados passa pelo ponto (x. y). 

f) Calcule a soma dos quadrados (y; — yy. 

g) Calcule a soma dos quadrados ( 4, — y ?. 


h) Calcule a soma dos quadrados dos erros E. 
5 5 5 
p == ñ — 7 RE | : 
Verifique que y (y;— yY = bI (y; = yy + ba (y; — vi)”. (Está parecendo 
d = 1=1 i = 
teorema de Pitágoras, não? Veremos mais adiante que isso ocorre sempre!) 
j) Justifique a afirmação: “É razoável esperar que os $, se concentrem mais em 
torno de y do que os yi.” 


P y (Si 1" 


Calcule o coeficiente de determinação R? = - r 


Y 0-9 


i=1 


l. 


. (Observe que 0< R < 


Observe ainda que, quanto mais próximo de 1 estiver o R?, melhor deverá ser o 


ajuste da reta dos mínimos quadrados aos pontos da tabela. 


Solução 


De acordo?) 


a) O diagrama de dispersão é a representação gráfica dos pontos da tabela. 


4 


154 


b) Seja y = mx + q a reta procurada. Temos 


2m+q=5 
4m+q=4 
6m+q=8 
8m+q=6 
10m + q = 12. 


NA 


Em forma vetorial, temos 
> > 
S:ltmv + qv = b 


onde 


2 | 3 
4 de | = + 
vy =|6 v=|Il e b=8 
8 | 6 
10 | 12 
O sistema auxiliar é 

> > > > > 
mvcvtgvevy= by 

> > > > > 
mv v + qv>:v2=b:v 


e, portanto, 


SA : 220m + 30q = 242 
` 130m + 5q = 35 


Resolvendo, obtém-se m = i eq = — 


E - 


Conclusáo: A reta dos mínimos quadrados é y = 0,8x + 2,2. 


0 2 4 6 8 10 12 


c) Para x = 5, ĵ = 6,2; para x = 8, $ = 8,6. 


un 
tn 
i] 
ty 


. Assim, x=6ey=7. 

e) v=0,8x + 2,2; para x = 6, tem-se ĵ = 7. Logo, a reta y = 0,8x + 2,2 passa pelo ponto 
(x, y) = (6, 7). Então, a reta dos mínimos quadrados pode ser colocada na forma y — 
7=0,8 (x— 6). 


Para resolver os próximos itens, vamos precisar da seguinte tabela. 


” v- 
2 1,44 

4 1,96 

6 1 

8 6,76 
10 3,24 


5 
D Y ozs Te + (4-7? + (8-74 (6-7? + (12 - 7? =40. 


5 
D S G= yy 68n +A- n +a =T +86- T +(02=77. 


h) É 2 
) X O; — yi) = 14,4. 


5 5 5 
Pelos dados acima, >: (y; = yy = A (Yi; — yy + > (Y; Yi E 
[= i=] i=] 
j) É razoável, pois da relação acima resulta que a soma dos quadrados dos desvios 
Y; — y é menor ou igual à soma dos quadrados dos desvios y; — y, e, assim, é de se 
esperar que os y, estejam mais concentrados em torno da média y = 7 do que os y,. 
OK? 


k) 5 . a 5 
y (Yi — y 
E 25 


0,64. 


(Pelo coeficiente de determinação, o ajuste pela reta dos mínimos quadrados não é 
lá essas coisas. Concorda?) 
E 


Para encerrar a seção, vamos explicitar as fórmulas para calcular m e q. Para isso, 
consideremos a tabela do início da seção. 


Os coeficientes m e q da reta dos mínimos quadrados 


são dados por 


n n 


3 XkYk — NXY y (xk — 04 — Y) 


q=-mx + y 


onde Y e y sáo as médias aritméticas 


Antes de prosseguirmos, vamos destacar uma propriedade muito importante da reta 
dos mínimos quadrados. 


Propriedade importante da reta dos mínimos quadrados. 


Substituindo 


q= -mx + y 
na reta dos mínimos quadrados, obtemos 


a 


y= y =m(x— x). 


A reta dos mínimos quadrados sempre passa pelo ponto (x, y). 


Vamos, agora, à demonstração das fórmulas para calcular m e q 


X] | M 
n? X? P l Er; Vo 
y =| “| mm = e b=|-"* 
Xn l Yn 
Segue que 
> n > > > => n 
Y:n = Xp n'n =ne b:vm= Vi 
k=l k=1 


Lembrando das fórmulas para o cálculo das médias aritméticas x e y, resulta 


> > =” > > _ 
u:n =nx e b -v = ny. 


Então, o sistema auxiliar será equivalente a 


> = >> 
mv ¿v +nxq=b+v 
SA : 4 


E m+nq=ny. 


Multiplicando a segunda equação por —x e somando com a primeira, obtemos 


“XT NXY 
> > 2, ek A 


_ b:+vy—nxy _ k= 
m= E == =. o n à 
pi Sd x x? - nx” 
k=1 


Da segunda equação de SA, obtemos 


g=-mx+ y. 
Para verificar que 


n 


n 
A XkYk — NXY > =D 


MAN c = = 
q) m = BE A = k 


é só desenvolver o numerador e o denominador do segundo membro. Vamos lá. 


n n 
ba (xk — x) 04 9) = > (Ok — XY — a + x y). 
k = k=1 
De 
n 
E 
n n 
4yJ=Y Y x= yn E =N Xx y 
k=1 k= 
no RS 
X yy =N X I 
k=1 
e 
n 
pY xy=xytxyt.. +txy=nxy 
k=1 n parcelas 
segue 


n 


n 
ba (X x) Yk — y) = y XY Z N xX y. 


k=1 k=1 


; E =A 2 = a a 
Para verificar que ) Xp x) = ) Xp Tnx, basta substituir, na relação 
k=1 = 


acima, y; por x; e y por F. 

Existe outra maneira, bastante interessante, de verificar a relação (1) anterior. O 
caminho para essa outra maneira é lembrar que a reta dos mínimos quadrados passa 
pelo ponto (x. y). Seja 


Y —- y =m(x-— x) 


a reta dos mínimos quadrados para os pontos (x, yì), i = 1,2, ..., n. Então, a reta 


A 


Y =mX 


será a reta dos mínimos quadrados para os pontos (X, Y), onde 
X;=x;— xeY;=y;— y, pois o que fizemos com essa mudança de variável foi apenas 


uma translação. Então, o coeficiente m será a solução LSO do sistema 


(M-)m=y-—y 
A = m= A 
S: Ja ) o i 


lo, — x)m 


Il 
te 
= 

| 

- 


Sendo 


teremos o sistema auxiliar 


> > 
SA:fmv = b 


e, portanto, 


n 
sa JO DA 


_b-v A EEN 
MZ — n 
A | AT 
E 


O que você achou? 


Exercícios 17.4 


1. Considere a tabela 


a) Construa o diagrama de dispersão. 
b) Determine a reta dos mínimos quadrados. 


c) Determine o coeficiente de determinação R2. 


2. A tabela a seguir apresenta as vendas semanais (em toneladas) de arroz, das últimas 6 semanas, de um 
supermercado. (Na linha dos x, o —6 estará representando seis semanas atrás, o —5 cinco semanas atrás etc.) 


(Pela tabela, há seis semanas foram vendidas 2 toneladas de arroz; há cinco semanas, 2,4 toneladas etc.) 
a) Determine a reta dos mínimos quadrados. 


b) Estime a venda para a semana atual (x = 0). 


c) Determine o coeficiente de determinação R2. 


17.5. COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO. CORRELAÇÃO 


Consideremos os pontos (x; Yi), i = 1, 2, ..., n. Seja y = mx + q a reta dos mínimos 
quadrados desses pontos. Nosso objetivo a seguir é mostrar que 


daí 


) O, A A — R =." 
067 II = 07 JO +20 0 D+ 


Para concluir a veracidade da relagáo acima, basta, entáo, mostrar que 


n 
Or — YE) ( Yk == y) = 0. 
k=1 


De Y — q m(x, — x)edey,— Sk =yp— y — (fk y) segue que a relação 
acima é equivalente a 


Lv; — y — mix — x)] (Xp — x) = 0. 
k=1 


A seguir, vamos mostrar que essa última relação realmente se verifica. Vimos no 
final da seção anterior que y = mx é a reta dos mínimos quadrados para os pontos (X;, 
Y), onde X; =x, — x e Y} = yp — y, para k= 1,2,3, ..., n. Assim, m é a solução LSQ 
do sistema 


=> = 
S:lmv =b 
onde 
Xp — A a 
mma od >o PEN (re 
v=|2"*e p=|Y927)] 
X TX Yny} 


Sabemos que, se m é a solução LSQ de S, deveremos ter 
> > > 
(b =mv ): v =0 


que é equivalente a 
y W- p-n 010 — x)=0. 


De acordo? 
Fica provado assim o seguinte importante resultado: 


Se $ = mx + q é a reta dos mínimos quadrados dos pontos (xj, yy), k = 1,2, 3, ..., n, então tem-se 


n n 


y Uk — yy = Se (5 — yy + y Ok — Fk A 


k=1 k=1 k=1 


Desta segue que 


sendo que a igualdade só ocorrerá se a soma dos quadrados dos erros E; = y; — y; for 
igual a zero, ou seja, se y; = vp, para k= 1,2, ..., n, e, portanto, se os pontos (xr, yx), k 
= 1,2,...,n, forem colineares. 


Definição (de coeficiente de determinação). Sendo Y = mx + q a reta dos mínimos quadrados dos pontos (xXx, 
yk), k = 1,2,3, ...,n, definimos o coeficiente de determinação R? dessa reta por 


Do que vimos acima, resulta O < R? < 1, e, quanto mais próximo de 1 estiver R?, 
mais próximo de zero estará a soma dos quadrados dos erros Ex. Portanto, o ajuste da 
reta dos mínimos quadrados aos pontos (Xx, yx), k = 1, 2, ..., n, será tanto melhor 
quanto mais próximo de 1 estiver R?. 

De $ — y =m(x— x) segue, para k = 1,2, ..., n, Y — y =m(x,— x). Desse 
modo, o coeficiente de determinação poderá ser colocado na seguinte forma: 


n 
» paa ds, 
me A (Xp — x)" 


nm k=1 


y Ox — y 


k=1 


Lembrando que 


n 
A [= o E 


= k= 


resulta 
n es Es i 
y (Xk — Uk — y) 
R? — | k=1 
| n in 
=> | =. 27 
| > (di =D" 3 p3 (Y — y) 
|k=1 [k=1 


Definição (de correlação). O número 


denomina-se correlação entre os números xk € yk. 


Das definições acima, segue que o coeficiente de determinação é o quadrado da 
correlação. De R? < 1, resulta — 1 < R < 1. Lembrando da definição de cosseno de 
ângulo de dois vetores, a correlação entre os números x; € yx, k= 1, 2, ..., n, nada mais 
é do que o cosseno do ángulo formado pelos vetores de componentes 


urm A A o e A o E a Y 


17.6. PLANO DOS MÍNIMOS QUADRADOS. AJUSTE 
POLINOMIAL 


Consideremos os pontos (xx, Yk, Zk), k = 1, 2, ..., n. Dizemos que 
Z=ax+by+c 


é o plano dos mínimos quadrados para os pontos acima se (a, b, c) for a solução LSO 
do sistema 


[xa + yb+c= 
ç. J724 +yb+c=2) 


[Xp A + yb + Cc=Zp. 

Da mesma forma que fizemos para a reta dos mínimos quadrados, mostra-se que o 
plano dos mínimos quadrados passa pelo ponto (x, y, z), e, portanto, a equação dos 
planos dos mínimos quadrados pode ser colocada na forma 


t-z=a(x- x)+b(y- y). 


Prova-se, ainda, que é válida a relação 


n n 


Du DY= Y (3-D2+ Y aa 


k=1 k=1 


De maneira análoga, define-se, então, o coeficiente de determinação R?: 


Deixamos para o leitor provar o que dissemos acima e generalizar para p variáveis. 
Consideremos, agora, os pontos do plano (xx, yr), k = 1, 2, ..., n. Suponhamos que o 
diagrama de dispersão desses pontos tenha a “cara” de uma parábola. Então, a ideia é 


procurar ajustar aos pontos uma função do tipo + = ax? + bx + c. Isso nos levará ao 
sistema 


3 
xa+xb+tce=gy 
Se x3a4 + xab+c= y 


f 
liza + Xpb + c = Yp- 


Se considerarmos os pontos do R ( Xi vb k = 1, 2, ..., n, o problema é 


exatamente o mesmo que vimos anteriormente. Para esse ajuste, o coeficiente de 
determinação será 


No Apêndice 2, veremos como lidar com esses problemas na HP-48G e no 
EXCEL. 


Apêndice 
1 


FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES 
COMPLEXOS 


Al.1. FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES 
COMPLEXOS 


Uma função de uma variável real a valores complexos é uma função cujo domínio 
é um subconjunto de R e cujo contradomínio é C. 


EXEMPLO 1. Considere a função f dada por f (t) = Ë + i cos t. 


a) Qual o domínio? 
b) Calcule f (0) e| Z |. 


Solução 
a) O domínio de fé R. 
pro =ief[2]=[(2] 


EXEMPLO 2. Seja f dada por f (t) = cos t + i sen t. Desenhe a imagem de f. 
Solução 


Para cada t, f (t) identifica-se com o ponto (cos t, sen t). A imagem de f é a 
circunferência de centro na origem e raio 1: 


(cos t, sen £) 


Seja f: A — CÇ, 4 C R, uma função de uma variável real a valores complexos; então 
existem, e são únicas, duas funções fi (t) e fh (t), definidas em 4 e a valores reais, tais 
que f (t) =f (£) + if (t), para todo t € A. Pois bem, diremos que f é contínua em to € A 
se e somente se fi e fo forem contínuas em fo. Diremos, ainda, que f é derivável em to se 
e somente se f e f forem deriváveis em to. Sendo f derivável em to, definimos a 
derivada de fem to por 


F (y =fr (to) + ify (tp). 


Seja f: A —> CÇ, A C R; dizemos que F : A —> C é uma primitiva de f se F' (t) =f (Ð, 
para todo t € 4. A notação f f(t)dt será usada para indicar a família das primitivas de 


f. 


Teorema. Seja f : I > (©, onde I é um intervalo em [Ẹ. Se f' (t) = O, para todo t € I, então existe uma 


constante complexa k tal que f (t) = k, para todo t em 1. 


Demonstração 


Seja f (t) =fi (t) + if (t). Segue da hipótese que f' (1) = 0 e p’ (1) = 0 em; assim, 
existem constantes reais kı e k tais que, para todo t € J, 


fAOk e flo. 
Portanto, para todo t € 1, 
f() = kı + ik). a 


Como consequência deste teorema resulta que se f : IT — Ç e g : I — C, I intervalo, 
forem tais que f' (1) = g' (t) em /, então existirá uma constante complexa k tal que, para 
todo t em/, 


gOS + k. 


De fato, pela hipótese, para todo t em 7, 


[g (0 -A(0'=0 


e, pelo teorema acima, existe uma constante k tal que, para todo t em 7, 


g(0-$0=k. 
EXEMPLO 3. Seja f (t) = cos t + i sent. 


a) Calcule f (£). 
b) Verifique que f (£) = if (1). 


Solução 


a) f (t) = [cos t + i sen t|' = -sen t + i cos t. 
b) f (A) =} sent + i cos t= i (cos t + i sen f) = if (0. 


EXEMPLO 4. Seja u (t) = e” (cos Bt + i sen ft) onde a e p são constantes reais. Seja À 
= q + i p. Verifique que 


du _ 
dt 
Solução 
du , ! 
Eq = a e" [cos Bt + isen Bt] + e” [—B sen Bt + iß cos Bt] 
E 
= qe“ [cos Bt + i sen Bt] + Bie™ [cos Bt + isen Bt] 
= (a + iB) e“ [cos Bt + i sen pi. 
Portanto, a = Au. 
dt 


Exercício 
Sejam fe g duas funções a valores complexos, definidas e deriváveis num intervalo /. Prove que, para todo t em 1, 
tem-se: 
DIFO+ 20 =$ (0) + e” (6). 


b) [ kf (t) 1! = kf’ (1), onde k é uma constante complexa. 


HIFA OAV =F (Del) + ft e (1). 

FEE E... Pl ARA 

d) | — IO TOLO gore Lcomp(9+O. 
g(t) [g (1)] 


A1.2. DEFINIÇÃO DE ex, COM 4 COMPLEXO 


Seja / um número real; já vimos que u (t) = ex é a única função definida em E e que 
é solução do problema. 


at 
(0) =1. 


Suponhamos, agora, À = a + ip, onde a e 5 são constantes reais. Vamos mostrar a 
seguir que 


u (t) = e” (cos Bt + i sen Bt) 


é a única função de R em Ç que é a solução do problema 
==A 
O | dt a 


De fato, u (0) = 1. Pelo Exemplo 4 da seção anterior, = = Au. Deste modo a função u 


at 
(t) = e” (cos ft + i sen Bt) é a solução de (1). Como | u (£) | = e”, segue que u (£t) £ 0 em 
R. Suponhamos, agora, que v = v (t), t E R, seja, também, solução de (1), isto é: 


Jv(t) = Av(t), para todo t, e 
|v(0) =1 


Vamos mostrar que v (t) = u (t) em R. Temos: 


r 


| v(t) | ADD v(t u(t) AO O) — Av) ult) 


u(t) [ut É [u(t)]? 


Assim, existe uma constante complexa k tal que, para todo t em R, 


Como v (0) = u (0) = 1, resulta k = 1. Portanto, 


v (t) = u (t) emp. 


Fica provado que u (t) = e” (cos Bt + i sen Bt) é a única função de R em Ç satisfazendo 
M. 


Nada mais natural do que a seguinte definição. 


Definição. Seja À = a + if, com a e p reais. Definimos 
ezt = elat ip) t= eat (cos pt + i sen pA (relação de Euler) 


para todo ź real. 


Fazendo t = 1 na definição acima resulta: 


e% +IP = (cos B + isen 8). 


Sea=0 


eP = cos B + isen B. 


Seja z = es "ip. Observe que |z |= ea e que 8 é umar ento de z: 
J q q gum 


e” cos 8 


Seja / uma constante complexa. Do que vimos anteriormente resulta: 


r 
[ g" ] = ti, para todo t real. 


O próximo exemplo mostra-nos que a propriedade 


AFA: == ch 


é válida em C. 
EXEMPLO 1. Sejam 2; e 22 complexos dados. Mostre que 


À 


eM + A, = e^i “eu, 


Solução 


u(t)= eA +A) é a única função de R em€ que satisfaz o problema 


f 


du 
— = (A¡ + A>) u 
O it diii 


( 
[u(0)= 1. 


Por outro lado, y(f) = e4!e%! te R, também satisfaz (2) (verifique). Portanto, para 
todo 


MA HA = At ht, 
Em particular, para t = 1, 
Mt =eA A 


ea, E 


EXEMPLO 2. Verifique que, para todo t real, 


Solução 


0 


ou seja, 


O 


“e'=cost+isent. 
— if , 4 3 
e`" = cos (—f) + isen(—t) 


e`" = cost — isent. 


Somando membro a membro (1) e (2) resulta 


EXEMPLO 3. Calcule: 
a) fe” dt 
Solução 


| AA 
T e" +k. 
l 


b) fe cos t dt = fe | 


a) Í eË dt = 


e" + e 


b) fe cos t dt. 


l = 


[a 


et it 


1=3 


Ou seja, 


1 eË e 
fe cos t dt = — e - + - |+ k. 
2 l+i l-i 


it— 


Como e” = cos t + i sen t e € u= cos t — i sen t, resulta: 


l 
TREE [cos t+ sen t] + k, 


1 cost+isent | cost-—isent 
fe cos t dt == e H 


2 l+i l-1 2 

pois 

cost+isent cost-isent o 

> ———— + — = cost + sen t (verifique). 

l+Hi l-i 
EXEMPLO 4. Mostre que 
3 2 2 3 
cos 30 = cos 0 — 3 cos O sen” Oe sen 30 = 3 cos” O sen Q — sen” 0. 

Solucáo 


e? = cos 0 + i sen 0. 


Por outro lado, 


Segue que 

e = (cos O + i sen gy. 
Temos, também, 

e*Ú = cos 30 + i sen 30, 
Assim, 
© (cos 8 + i sen 0) = cos 30 + i sen 30. 


Temos, 


(cos O + isen ay =c0s 0 + 3 cos” 0 (i sen 0) + 3 cos O (i sen oy + (i sen ar. 


ou seja, 
. 3 3 2 “12 2 RA: 
(4) (cos O + i sen 0)? = cos” 8 — 3 cos 0 senf O + i [3 cos” sen O — sen” 6]. 
De (3) e (4) resulta: 


l 3 ) 
cos 38 = cos 8 — 3 cos 8 sen” O 


l ) 3 
sen 30 = 3 cos” GO sen O — sen 6. E] 


EXEMPLO 5. Sejam z = e ip, com0 <£ < =. e 0 umreal com 0 <0 < z, Represente 


geometricamente z e ze”. 


Solução 


( 


7 — "y 


soc Spies T as 6 + 
Para fixar o raciocínio, vamos supor — < 0+ 8 < m. Sejaz; = ze”, Temos: Z =€a i0 


- 


+o) 


p. 


Os módulos de z e zı são iguais a ea. O vetor 021 é obtido de 0- por uma rotação de O 
radiano, no sentido anti-horário. 


EXEMPLO 6. Sejam z; e z2 dois números complexos com argumentos $, e fo, 
respectivamente. Seja Z = Z1 : z2. 


a) Verifique que |z |= | z1 || z2 |. 
b) Mostre que fı + 5> é um argumento de z. 


Solução 


Ba 


” 
A, 


¡= |z; (cos i+ i sen By) Z2 = |z (cos B2+ isen B2) 


22 


zI 


Como e'ê = cos B} + ¿sen B, ee'B: = cos B, + i sen fh, resulta: 


u=lgleA e m=Izlei. 
Portanto, 
z=lz liz] eitA+Bo) 
ou seja, 
Zz = |z; ll z l[cos (8; + B2) + isen (81 + B»)]. 
Portanto, 
a) |z |5 |z ||z2| 
b) 61 + f2 é um argumento de z. 


Sejam a um número complexo dado e f : I — € uma função contínua dada, onde 7 é 
um intervalo de R. Consideremos a equação diferencial linear, de 1.º ordem, com 
coeficiente constante, 


dx 
— + ax = f(t. 
dt J 
Procedendo exatamente como na Seção 5.1 obtemos a solução geral 


x=ke “+e ~“ ferfa dt (k E ©). 


(Verifique.) 


EXEMPLO 7. Resolva as equações: 


tu ; dx ; j 
a -ju=0 b) — + ix = kų e” (k, constante) 
dt dt 


Solução 
a) Pela fórmula acima, 
u=ke" (kE). 
b) x = ke" + e7" fer et dt = ke" + ke! p” dt. 
Ou seja, 


a 
ie o DRE 
„it e 


x= ke * =$ kr 


2i 


ou ainda, 


x=ke "+ Ze (ke €). 


-— 


EXEMPLO 8. Mostre que 


x=4e'+Be"“(ABEC) 
] R d2x 
é a solução geral de —— + x= 0. 
dt- 
Solução 


d2x 
dt? 


a E re ir =i E + ir = () (verifique). 
dt dt 


+ x = 0 é equivalente a 


ix : 
Fazendo u = + ix obtemos 


dt 
Lu iu = 0 
dt 
cuja solução geral é u = kjei. Assim, 
de + ix = kje" 
dt 
cuja solução geral é: 
ca k - 
x=k "+ Le (kk EC). 


Fazendo A = A e B = k obtemos: 
2i 


x = AeŤ + Be “(A,B EC). 


[Observe que ¡e —i são as raízes da equação característica da equação dada.] Fazendo 
na solução acima, e” = cos t + i sen t e e” = cos t — i sen t obtemos: 
x = A (cos t + isen t) + B (cos t — i sen t) = (A + B) cost + (Ai — Bi) sent, 
— — 
A] Bi 
ou seja, 


x = Á; cos t + B} sen t (A4, B} E O). El 


A1.3. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, HOMOGÉNEAS, 
DE 2.º ORDEM, COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Consideremos a equação 


> 


Tx Tx 
(1) 2: +a +ax=0 
dt dt 


onde a, e a, são números complexos dados. Sejam 7; e 42 (21, 42 € C) as raízes da 
equação característica de (1). Procedendo exatamente como na demonstração do 
teorema da Seção 5.2, obtemos os seguintes resultados: 


a) se 417% 22, a solução geral de (1) será 

x=A¡e! + B eù (A,B; € C). 
b) se 44 = 22, a solução geral de (1) será 

x=A eù +B tet (A, B, € C). 
EXEMPLO. Resolva a equação y + 2x +2x = 0. 
Solução 


M+21+2=05A=-1+¡o0uA 


== 
A solução geral é: 
= Ape! + ot di Bye! =y 
ou 
x =e" [A;e" + Bje”"](4,, B, € O). 
Lembrando que e” = cos t + i sen t e e ” = cos t — i sent, resulta 


x=e “(A+ Bj) cos t + (iA; — iBj) sen t], 
A B 


ou seja, 


x=e '[Acost+Bsent] (ABEC). E 


Observação: Se a; e a, forem reais e se as raízes da equação 2? + aj) + a, = 0 forem 
complexas, então tais raízes serão números complexos conjugados: À = a + if. Assim, a 
solução geral de 


d2x dx 
— + q — +ax=0 
dt- dt 


será 


q Aye” + 1B)t + Be" —iB)t 


ou 
x=e“ [Aje'P! + Be] (A,B E€ C0). 
Como e'B! = cos Bt + i sen ft e e`! = cos Bt — i sen pt resulta: 
x = e“ [(A, + Bj) cos Bt + (iA| — ¡B;) sen Bt] 
ou 
x = e™ [ A cos Bt + B sen Bt ] (A, BE C). 


A1.4. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES, DE 3.º ORDEM, 
COM COEFICIENTES CONSTANTES 


Consideremos, inicialmente, a equação homogênea 


d3x d2x dx 
(1) ER a i CR + san 

dt- dt dt 
onde a, a», az são constantes dadas. Sejam 4, À» e 43 as raízes da equação 
característica 4? + a14? + a24 + a; = 0. Temos: 


Àl + À? +43 =a] 
$ ÀJÀ2 + ÀjÀ3 + A243 = a) (relações de Girard). 
ia =—a3 


Substituindo em (7) obtemos: 


ne a " 
A o Ai T M * A3) = + (AA) F À1À3 T A2A3) L æm A¡A7A3x = () 


que é equivalente a: 


g~ | ÉS A3x | — (Ay + À2) = E = das + AjÃo E = aax =0. 
dt at 


dt? | dt ( 


u u u 
Segue que x = x (t), t E R, será solução de (1) se e somente se y = = — Azx for 


dí 
solução da equação linear de 2.º ordem 


E 1 
g z = (Aj + Az) T + A¡A7u ==), 
E dt 


at 


Portanto, x = x (t) será solução de (1) se e somente se 


dx 
— — Àx = Ajew! + Bje™! 
dt 
ou 
dx At At 
— — Ayx = Aje + Bite! se A¡=A>. 
dt - y 


Deixamos a seu cargo concluir que a solução geral de (1) será: 
x= Ae! + Bel! + Cel! se A; + A; para i + j, 
ou 
x = Aet + Bteñt + Cel! se Aj=A,%As, 
ou 
x= Aekt + BreW + Ct2eM! se Àj =À) = Àz. 


As equações lineares de 3.º ordem, não homogéneas, com coeficientes constantes, 
sáo tratadas do mesmo modo que as de 2.* ordem. Fica a seu cargo estender os 
resultados até aqui obtidos para equações lineares, com coeficientes constantes, de 
ordem n > 3. 


Apêndice 
2 


Uso DA HP-48G, DO EXCEL E DO MATHCAD* 


A2.1. AS FUNÇÕES UTPN, NMVX E NMVA 


A função UTPN é uma função da calculadora e que se utiliza para cálculo de 
probabilidade na distribuição normal N (u, o”). Esta função é dada por 


UTPN = UTPN (u, œ, x) =P (X> x). 


Para acessar UTPN, digite: 


MTH NXT (para virar página do menu) PROB (no menu, tecla branca da letra A) NXT 
(para virar página do menu). 

Pronto. Viu UTPN no retângulo dentro do visor e correspondente à tecla branca da 
letra C? Para ativar UTPN, é só pressionar a tecla branca da letra C. 


Vejamos agora como utilizar UTPN. Cálculos com UTPN são realizados no 
ambiente HOME. 


EXEMPLO 1. Seja X uma variável aleatória com distribuição normal N(6, 4), ou seja, 
com média u = 6 e variância o” = 4. Calcule. 

a) P(X>5). 

b) P(X>8). 

c) P(S<X<8). 


Solução 


Entre no ambiente HOME. Caso não esteja nesse diretório, é só ir pressionando a 
tecla ON que você acabará chegando nele. 
a) Entre com 6, 4 e 5, nesta ordem, ou seja, digite: 


6 ENTER 4 ENTER 5 ENTER 


Desse modo, o 6 estará no nível 3, o 4 no nível 2, e o 5 no nível 1. Agora, é só 
pressionar a tecla branca da letra C para ativar UTPN. No nível 1, aparecerá o 
valor da probabilidade: 0,69146. Assim, P(X > 5) 0,69146. 


b) Entre com 6, 4 e 8, nessa ordem, e pressione UTPN para obter 0,15865. Assim, 
P(X>8)=0,15865. 
c) P(5S<X<8)-P(X>5)-P(X>8)=0,53280. 
E 


EXEMPLO 2. Considere a variável aleatória X com distribuição normal N (6, 4). 
Calcule P(u-0o<X<u+o). 


Solução 
u=6edeo = 4 segue o = 2. O que queremos é P (4 < X< 8). Temos 


P(4<X<8)=P(X>4)-P(X>8). 
Procedendo como no exemplo anterior, obtém-se 
P (X> 4) =0,84134 e P (X> 8) =0,15865. 
Assim, P (4 < X < 8) 0,68268. (Esse resultado já é nosso conhecido, lembra-se? 


Esqueceu? Volte para o Cap. 4.) 
E 


O que é muito importante em estatística é determinar o valor de x quando se 
conhecem u, o” e P(X > x). Na HP-48G não existe função que realize esse cálculo 
diretamente. Entretanto, podemos criar uma função que nos permitirá realizar essa 
tarefa. Tal função será representada pela variável NMVX (que lembra: normal, média, 
variância e x): 


NMVX = NMVX (M, V, X). 


Essa função fará o que a UTPN faz, e com uma vantagem: a calculadora não reconhece 
UTPN(M, V, X) como uma expressão nas variáveis M, Ve X, mas reconhecerá NMVX 
(M, V, X) como tal. Esse fato nos permitirá criar a equação 


NMVX(M, V, X) =a 


e resolvê-la no SOLVE EQUATION quando houver apenas uma variável 
desconhecida: se forem conhecidas M, Ve a, determinamos X. 

Vamos então criar tal função. Na verdade, o que faremos é criar um programa e 
armazenálo na variável NMVX. Estando no ambiente HOME, entre no nível 1 com o 
programa (tecle a para escrever) 


<< => M V X << M V X UTPN >> >> 


ATENÇÃO. << >> é a função roxa na tecla menos (—); — é a função verde na tecla 0. 
Localizou? Observamos que entre >, M, Ve X deve haver um espaço. 


Agora, digite: NMVX. Em seguida, pressione a tecla STO para armazenar o 
programa na variável NMVX. 
Vamos destacar no quadro a seguir o que fizemos para criar a variável NMVX. 


Criando a variável NMVX 
Nível 1: <<= M V X << M V X UTPN >> >> 


Digite: NMVX e pressione STO 


Pronto. A variável NMVX já está na memória da calculadora e pronta para ser 
usada. Para localizá-la, pressione a tecla VAR (VAR = VARIAVEIS) para abrir o menu 
das variáveis. Agora, tente localizar tal variável no menu dentro do visor; se for 


necessário, pressione NXT para virar a página do menu. Localizou? Está, então, criada 
a função 


NMVX= NMVX(M, V, X). 


Caso você queira visualizar o programa ou corrigir algum engano que porventura 
tenha ocorrido, pressione MEMORY (função verde na tecla VAR), e, na caixa de 
diálogo que se abre, leve a barra de destaque para cima da variável NMVX e em 
seguida pressione EDIT no menu do aplicativo (tecla branca da letra A); pressione 
novamente EDIT no menu do aplicativo que se abre. Visualize o programa ou faça a 
correção. Para confirmar a correção, pressione ENTER três vezes. Pronto, você está 
de volta ao ambiente HOME, com as correções confirmadas. Para visualizar o que está 
armazenado numa variável, ou para fazer correção, proceda sempre da mesma maneira. 


Corrigindo ou visualizando o 
conteúdo de uma variável 


Pressione MEMORY (função verde da tecla VAR), pressione EDIT (no menu, tecla branca da letra A), 
pressione novamente EDIT (no menu), faça as correções ou apenas visualize o conteúdo, e em seguida 
pressione ENTER três vezes para confirmar as correções e voltar para HOME. 


Para testar o programa, ou a função que acabamos de criar, vamos calcular P (X > 
5), onde X é a variável aleatória do Exemplo 1, X : N (6, 4). Primeiro, precisamos 
localizar a variável no menu VAR. Para isso, pressione a tecla VAR e localize a 
variável. Vamos em frente. Antes lembramos que pressionar NMVX significa 
pressionar a tecla branca correspondente ao retângulo onde está alojada a variável. 
OK? Vamos então ao cálculo da probabilidade: 


entre com 6, 4 e 5 e pressione NMVX 


O resultado obtido concorda com aquele do Exemplo 1? Se concorda é porque está 
tudo certo. Se não concorda, reveja o programa, como descrito anteriormente, verifique 
onde está o erro, corrija-o e faça novamente o teste. 

No próximo exemplo, veremos como determinar o valor de x quando são 
conhecidas a média, a variância e a probabilidade P (X> x). 


ATENÇÃO. MUITA ATENÇÃO. Se a sua calculadora estiver configurada de modo 
que o ponto seja o separador decimal (por exemplo, 5.3 é cinco inteiros e 3 décimos), 


então o ponto da calculadora é realmente ponto e a vírgula é realmente vírgula. Se no 
entanto sua calculadora estiver configurada de modo que o separador decimal seja a 
vírgula (por exemplo, 5,3 é cinco inteiros e 3 décimos), então quando você pressionar 
o ponto aparecerá vírgula e quando pressionar a vírgula aparecerá ponto-e-vírgula. 
MORAL DA HISTÓRIA: Se o ponto for o separador decimal, teremos 


NMVX=NMVX(M, V, X); 
se a vírgula for o separador decimal, teremos 
NMVX = NMVX(M; V; X). 


EXEMPLO 3. Sendo X uma variável com distribuição normal N (6, 4), resolva a 
equação P (X> x) = 0,2. 


Solução 
Sabemos que 
NMVX (6,4, x) =P (X= x). 
Então o que precisamos é resolver a equação 
NMVX (6, 4, X) = 0,2 


(Trocamos o x minúsculo pelo maiúsculo simplesmente porque é mais fácil digitar letra 
maiúscula do que minúscula.) Agora, entre no SOLVE EQUATION (para isso 
pressione SOLVE na tecla 7 e escolha a opção Solve equation), entre com a equação 
no campo de EQ, entre com a estimativa 6 no campo da variável X, traga a barra de 
destaque para o campo da variável X e pressione SOLVE (último retângulo da direita 
do menu do aplicativo) para obter X : 7,68324. 

E 


Outro modo, e muito rápido, para determinar X é por meio do programa que 
criaremos a seguir e que será armazenado na variável NMVA. Sendo dados M (M = u), 
V(V-=)eA(A=P(X>x)), tal programa resolve a equação NMVX (M, V, X) = A na 
variável Xe coma estimativa M para X. 


FO —— zz... A 


Criação do programa NMVA 


Nívell:<<>MVA<<'NMVX(M, V,X)=4' 
'X' M ROOT >> >> 


Digite: NMVA e pressione STO 


Para testar o programa, vamos resolver a equação do Exemplo 3, onde são 
conhecidos M = 6, V = 4 e A = 0,2 (em estatística, em vez de A utiliza-se com 
frequência a letra grega a). Primeiro localize NMVA: pressione VAR e procure por 
NMVA no menu das variáveis; se necessário, pressione NXT para virar a página do 
menu. Vamos ao cálculo de X. 


Utilizando NMVA para calcular X 


Digite: 6 ENTER 4 ENTER 0,2 
Em seguida, pressione NMVA no menu das variáveis 


O valor obtido para X deverá ser o mesmo do Exemplo 3: X = 7,68324. Se foi este o 
resultado que você obteve, o seu programa passou no teste e está pronto para ser 
usado. 

Com a função NMVX e com o programa NMVA, você resolverá os cálculos mais 
frequentes, relativos à distribuição normal, sem sair do ambiente HOME. Gostou? 
Espero que sim! 


EXEMPLO 4. Seja X uma variável aleatória com média 10, desvio padrão 3 e 
distribuição normal. 


a) Calcule P(7<X< 12). 
b) Determine x para que se tenha P (X > x) = 10%. 


Solução 


Aquiu=10€e0=9:logo, M=10e V=9. 

a) P(I<X<1ID)=P(X>7-P(X> 12). Para calcular P (X > 7), entre com 10, 
9 e 7 e pressione NMVX: P (X > 7) = 0,84134. Para o cálculo de P (X > 12), 
entre com 10, 9 e 7 e pressione NMVX: P (X> 12) 0,25249. Portanto, 
P(7<X< 12) 0,58885. 


b) Precisamos resolver a equação NMVX (10, 9, X) = 0,1. Para resolvê-la, entre 
com 10, 9 e 0,1 e pressione NMVA para obter: X= 13,84465. (Caso você queira 
verificar esse valor de X é só entrar com 10, 9 e 13,84465, pressionar NMVX e 
verificar se o valor obtido é 0,1. OK?) 

E 


Outro tipo de equação que você terá que resolver em estatística é do tipo da do 
próximo exemplo. 


EXEMPLO 5. Considere as variáveis aleatórias, com distribuições normais, X : N 


(100, 25) e Y: N (115, 36). 
a) Determine x de modo que 


P(X>x)=P(Y<x). 
b) Sendo x a solução da equação anterior, calcule P (X> x) e P (Y< x). 

Solução 

a) Sabemos que 

P(Y<x)=1-P(Y>x). 
Desse modo, a equação que temos para resolver é 
NMVX (100, 25, X = 1 —- NMVX (115, 36, X). 

Essa equação deverá ser resolvida no SOLVE EQUATION; a estimativa para a 

variável X tanto pode ser 100 ou 115. Resolvendo, obtém-se X = 106,818. Conclusão: 

x = 106,818. 

b) Para calcular P (X > 106,818), entre com 100, 25, 106,818 e pressione NMVX para 
obter 8,63410207151E — 2. Este E — 2 no final do número significa que a vírgula 
deverá ir duas casas para a esquerda. Assim, P (X > 106,818) = 0,08634 = 
8,634%. Como x = 106,818 foi calculado de modo que P (X > x) =P (Y < x), 


resulta 
P (Y< 106,818) = 0,08634. Assim, 


P (X> 106,818) = P (Y< 106,818) = 0,08634 = 8,634%. 


A2.2. AS FUNÇÕES UTPC, C2NX E C2NA 


Sendo X a variável aleatória com distribuição yx? (n), qui-quadrado com n graus de 
liberdade, UTPC calcula a probabilidade P (X> x). 


Cálculo de P (X> x), onde X: y? (n) 


Entre com n e x e pressione UTPC 


EXEMPLO 1. Sendo X uma variável aleatória com distribuição qui-quadrado, com 10 
graus de liberdade, calcule. 


a) P(X>5) 
b) P(X>1) 
c) P(I<X<5) 


Solução 


a) Para o cálculo de P (X> 5), entre com 10, 5 e pressione UTPC para obter 0,89117. 
Assim, P (X> 5) = 0,89117. 
b) Entre com 10, 1 e pressione UTPC : P (X> 1) = 0,99982. 
c) P(I<X<5S)-P(X>2D-P(X>5)-0,10865 
E 


A seguir, vamos criar a função C2NX, que é equivalente a NVMX da seção anterior. 


Criando a variável C2NX 


Nívell:<<> N X << N X UTPC >> >> 


Digite: C2NX e pressione STO 


Na variável C2NX, C2 lembra qui-quadrado e N número de graus de liberdade. Sendo 


X uma distribuição qui-quadrado com n graus de liberdade, para o cálculo de P (X > 
x), proceda da seguinte forma: entre com n, x e pressione C2NX no menu das variáveis. 
A seguir, vamos criar o programa C2NA que resolve a equação 


C2NX (n, x) = a. 


Criação do programa C2NA 


Nívell:<<> N A <<' C2NX (N, X) A' 
' X' 10 ROOT >> >> 


Digite: C2NA e pressione STO 


EXEMPLO 2. Sendo X uma qui-quadrado com 12 graus de liberdade, determine x tal 
que P(X>x) 5%. 


Solução 
Como C2NX (N, x) = P (X> x), precisamos resolver a equação 
C2NX (12, x) = 0,05. 


Entre com 12 e 0,05 e pressione C2NA para obter 21,02607. Assim, x = 21,02607. 


A2.3. AS FUNÇÕES UTPT, TNX E TNA 


Se a variável aleatória X tem distribuição t de Student, com n graus de liberdade, a 
probabilidade P (X > x) é calculada com a função UTPT: é só entrar com n, x e 
pressionar UTPT. A função TNX e o programa TNA são equivalentes a NMVX e NMVA, 
respectivamente. 


Cálculo de P(X > x), onde X: t (n) 


Entre com n e x e pressione UTPT 


A seguir, vamos criar a função TNX. 


Criando a variável TNX 
Nívell:<<> NX<<NXUTPT>> >> 


Digite: TNX e pressione STO 


Da mesma forma, vamos criar o programa TNA que resolve a equação 


TNX (n, x)= a. 


Criação do programa TNA 


Nível 1: << > N A <<' TNX (N, X) A! 
' X' 10 ROOT >> >> 


Digite: TNA e pressione STO 


A2.4. AS FUNÇÕES UTPF, FNNX E FNNA 


Se a variável aleatória X tem distribuição F, com graus de liberdade nı e m, a 
probabilidade P (X> x) calcula-se com a função UTPF. 


Cálculo de P (X > x), onde X: F (ni, n2) 


Entre com n1, n2, x e pressione UTPF 


A função FNNX e o programa FNNA são criados da mesma maneira que NMVX e 
NMVA. 


Criando a variável FNNX 
Nível 1: << — N1 N2 X < N1 N2 X UTPF >> >> 


Digite: FNNX e pressione STO 


Criação do programa FNNA 


Nível 1: <<= N1 M2 A <<' FNNX (N1, N2, X) =4' 
' X’ 10 ROOT >> >> 


Digite: FNNA e pressione STO 


A2.5. MENU PERSONALIZADO 


Se vocé quiser poderá criar um menu personalizado que contenha as variáveis que 
mais irá usar. Esse menu será armazenado na variável CST. Para chamar esse menu 
personalizado, é só pressionar a tecla CST. Vamos, então, à criação do menu 
personalizado, contendo as variáveis que acabamos de criar. Pode-se criar um menu 
personalizado em cada diretório que você abrir. 


Criando um menu personalizado 
(NMVX NMVA C2NX C2NA 
Nível 1: 
TNX TNA FNNX FNNA} 


Digite CST e pressione STO 


Pronto. Está criado o menu personalizado. Para chamá-lo, é só pressionar a tecla CST. 
(ATENÇÃO. As chaves { } são a função roxa da tecla +. Achou?) Se você estiver no 
SOLVE EQUATION, para chamá-lo proceda do mesmo modo como para chamar o 
menu VAR: leve a barra de destaque para o campo de EQ, entre com '' e, em seguida, 
pressione a tecla CST. 

Para ampliar o menu personalizado ou suprimir alguma variável, proceda assim: 
pressione MEMORY (função verde da tecla VAR), leve a barra de destaque para cima 
da variável CST, pressione EDIT no menu do aplicativo (tecla branca da letra A), 
pressione novamente EDIT (no menu), inclua a nova variável (sempre com espaço 
entre as variáveis) ou exclua a variável que não mais interessa, e para confirmar as 
alterações pressione ENTER três vezes. Pronto, você está de volta ao ambiente 
HOME, com as inclusões ou exclusões realizadas. 


A2.6. RESOLVENDO SISTEMA LINEAR NO SOLVE SYSTEM 


A solução de um sistema linear calculada no aplicativo SOLVE SYSTEM é uma 
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solução LSQ. Se houver mais de uma solução, o aplicativo fornecerá apenas a de 
menor norma. Como sabemos, se o sistema admitir solução no sentido habitual, a 
solução LSO será a solução do sistema. 

Para entrar no aplicativo SOLVE SYSTEM, pressione SOLVE (função verde da 
tecla 7) e, na caixa de diálogo que se abre, escolha a quarta opção, que é Solve linear 
system. 

No campo da variável 4, devemos entrar com a matriz dos coeficientes das 
variáveis. No campo da variável B, devemos entrar com a matriz dos termos 
independentes. 


EXEMPLO 1. Resolva o sistema 


Solução 


Aqui a matriz 4 dos coeficientes e a matriz B dos termos independentes são 


o a 5 


Como o determinante 


segue que o sistema é compatível, no sentido habitual, e admite uma única solução. 
Vamos então à determinação da solução. Para entrar com a matriz 4, proceda assim: 
leve a barra de destaque para o campo da variável 4; pressione EDIT no menu do 
aplicativo (retângulo correspondente à tecla branca da letra 4) para abrir o 
“escrevedor de matrizes”. Digite a matriz e, em seguida, pressione ENTER para 
mandar a matriz para o campo da variável 4. Agora, leve a barra de destaque para o 
campo da variável B, pressione EDIT, digite a matriz dos termos independentes e 
pressione ENTER para mandá-la para o campo de B. Leve a barra de destaque para o 
campo de X e pressione SOLVE (último retângulo da direita e correspondente à tecla 
branca da letra F) para obter a solução X : [ [1] [1] ],ouseja,x=1ley=1. 


Conclusão: A solução, no sentido habitual, do sistema éx = le y=1. 


Observação 
X:[00 = H 


EXEMPLO 2. Resolva o sistema linear 


Solução 


Observe que x = 1 e y = 1 é solução do sistema formado pelas duas primeiras 
equações, mas não da terceira. Logo, o sistema não admite solução no sentido habitual, 
mas admite uma única solução LSO, pois, 


são linearmente independentes. Aqui a matriz 4 dos coeficientes das variáveis e a 
matriz B dos termos independentes são dadas por 


Procedendo como no exemplo anterior, obtemos a solução LSO: 
31 ; 
— e€ y = 
26 ` 


Ha 


x = — .H 
26 


(ATENÇÃO. O resultado apresentado pela calculadora foi 


[ [1,19230769231] 
[1,26923076923]]. 


E = E 3 
Logo a seguir mostraremos qual a mágica para transformar esses números em x = SE 
33 


6 


t 
OS | = 


ey = 


Observação. O sistema SA associado ao sistema anterior é 


pez > > —> — 


Da Vi] A + v VI y= b VI 
SA: 15 > >> >> 
[Y "Vo XFV2 0 y= Deva 
e, portanto, 
a. [9x+ y=12 
aa lx+3y=5 


33 o dê e ; . e 
T (Não é esta a mágica, até que poderia ser! A mágica 
6 


. PN 31 
cuja solução é x= — e y = 
26 ` 


será mostrada a seguir.) 
Qual a mágica que transforma 


[ [1,19230769231] 
[1,26923076923] ] 


> 33 s z 
em x= al ey= — Quando se resolve um sistema no SOLVE SYSTEM, a solução 


26 ` 26 
encontrada é automaticamente enviada para o nível 1, lá no ambiente HOME. Então, 
pressionando ON para voltar para o HOME, no nível 1, você encontrará a solução: 


Nível 1: Soluções: 


[ [1,19230769231] 
[1,26923076923] ] 


Bem. Para realizar a mágica, primeiro teremos que desfazer a matriz anterior, sem 
mexer nos números, OK!!! Para desfazer a matriz, proceda da seguinte maneira: 
pressione EDIT (função roxa da tecla +/—). Em seguida, apague 


Soluções: e todos os colchetes (sem mexer nos números) 


de modo que fiquem apenas os números, e pressione ENTER. Após essas operações, 
a situação na pilha deverá ser a seguinte: 


Nível 2: 1,19230769231 
Nível 1: 1,26923076923 


Agora é que vem a mágica. Para realizar a mágica, pressione: 
“(shift roxo) 9 NXT > Q (no menu do aplicativo) 


para obter 33/26. Conseguiu? Legal! Anote esse número. Em seguida, pressione a 
função roxa DROP (na tecla ao lado de DEL) para deletar apenas o conteúdo do nível 
1. Com essa operação, o conteúdo do nível 2 desce para o nível 1. Agora, é só 
pressionar novamente — Q (no menu do aplicativo) para obter 31/26. A mágica acaba 
de ser realizada!!! 


A2.7. RESOLVENDO SISTEMA LINEAR NO AMBIENTE HOME. 
AS FUNÇÕES LSO, RREF E COL+ 


Na seção anterior, aprendemos a resolver sistemas lineares no aplicativo SOLVE 
SYSTEM. Agora, vamos aprender a resolver tais sistemas no próprio ambiente 
HOME. A variável LSO é que nos possibilitará tal façanha: LSO é uma variável 
reservada da calculadora, e, quando ativada, resolve sistema linear no sentido LSO, ou 
seja, a solução que ela nos fornece é uma solução LSQ. Para acessar a variável LSO, 
digite: 


MTH MATR (no menu do aplicativo, tecla branca da letra B). 


Pronto, LSO é a variável que ocupa o último retângulo da direita do menu do 
aplicativo e será ativada pela tecla branca da letra F. 

Para entrar com uma matriz no ambiente HOME, é só pressionar MATRIX (função 
verde da tecla ENTER) para abrir o “escrevedor de matrizes”. Digitada a matriz, 
pressione ENTER para mandá-la para o ambiente HOME. 

Para resolver um sistema linear no ambiente HOME, primeiro entramos com a 
matriz B dos termos independentes e, em seguida, com a matriz 4 dos coeficientes das 
variáveis. 


Resolvendo sistema linear no ambiente HOME 


Primeiro entre com a matriz B dos termos independentes; 
em seguida, com a matriz 4 dos coeficientes das variáveis. 


Para resolver o sistema, 


pressione LSO (no menu) 


ou 


digite LSO e pressione ENTER 


EXEMPLO 1. Resolva o sistema linear 


[4x+3y=5 
|x + 2y =8. 


Solução 


Aqui 


Como o determinante da matriz 4 é diferente de zero (detA = 5), o sistema admite 
solução única e no sentido habitual. Para determinar a solução, entre no “escrevedor de 
matrizes” e digite a matriz B. Após digitada, pressione ENTER para mandá-la para o 
ambiente HOME. Em seguida, repita o processo com a matriz 4. Estando a matriz 4 no 
nível 1 ea B no nível 2, pressione LSO para obter a solução [ [— 2,8] [ 5,4] ], ou seja, 
x=-2,8ey=5, 4. (ATENÇÃO: Se você não mexeu na matriz [ [— 2,8] [5,4] ] e 
quiser passar a solução para a forma de fração ordinária, proceda como no final da 
seção anterior, para obter x = — 14/5 e y = 27/5.) 

E 


Como prever antecipadamente se um sistema linear admite solução única, quer seja 
no sentido habitual ou no sentido LSQ? Como prever antecipadamente se um sistema 
linear admite infinitas soluções, quer seja no sentido habitual ou no sentido LSQ? Pois 
bem, a variável RREF, que é uma variável reservada da calculadora, nos possibilitará 
decidir antecipadamente se o sistema admite solução única ou não, quer seja no sentido 
habitual ou no sentido LSO. O que faz a variável RREF? Quando ativada, essa 
variável realiza o escalonamento de Gauss da matriz que se encontra no nível 1. 

Dado um sistema linear, chamamos de matriz completa desse sistema a matriz 
obtida, acrescentando à matriz dos coeficientes das variáveis, como última coluna, a 
matriz dos termos independentes. Por exemplo, a matriz completa M do sistema 


ba 

es « 

T | 

¡07 

J - e 
| il 
VAD 


os) 
= 


é M — 


U = 
a] 
¡SO D 


Sendo M a matriz completa de um sistema linear, chamaremos de matriz 
escalonada de M a matriz obtida com a aplicação da função RREF. A matriz 
escalonada da matriz completa M será indicada por ME. 


Solução de sistema linear 


Consideremos um sistema linear com p incógnitas e n equações. 
1. Se a matriz escalonada tiver p + 1 colunas e for da forma 


100...0d 100...0 di 
010...0 d 010..0 a) 
ME = i e ou da forma ME = 
000...1d, a 
000..00 
então (d1, d2, ..., dp) será a única solução, no sentido habitual, do sistema. 
2. Se a matriz escalonada tiver p + 1 colunas e for da forma 
100..00 cil 
010.00 no 
ME = me ou ME = 000.10 
00d: 10 
000.01 000...01 
= 000...00 


o sistema não admitirá solução no sentido habitual, mas admitirá uma única solução LSO. 

Se ME não for de nenhum dos tipos anteriores e se ME não possuir linha do tipo [0 0 0. 
sistema admitirá infinitas soluções no sentido habitual. 

Se ME não for de nenhum dos tipos 1 e 2 e se ME possuir uma linha da forma [0 0 0 ... O 1], então o 
sistema não admitirá solução no sentido habitual, mas admitirá infinitas soluções no sentido LSQ. 


.. 0 1], então o 


Tudo o que está no quadro anterior, prova-se em álgebra linear. Se vocé já estudou 
álgebra linear, sugerimos provar o que acabamos de afirmar. 


Acho que a essa altura vocé já deve estar fazendo a pergunta: e onde está essa 
variável RREF? Para encontrar RREF, digite: 


MTH MATR (no menu) FACTR (no menu) 


Acho, ainda, que você deve estar falando com os seus botões: e eu vou ter que 
guardar tudo isso na cabeça? Não. O que você precisa é guardar pelo menos os nomes 
das variáveis. Se você souber o nome da variável, para ativá-la é só digitá-la e 
pressionar ENTER. Por exemplo, se quisermos escalonar uma matriz, é só entrar com 
a matriz, digitar RREF e pressionar ENTER. 


Como ativar uma variável da calculadora 


Digite o nome da variável e pressione ENTER 
ou 
localize o menu que a contém e pressione a tecla branca correspondente ao retângulo onde está a variável. 


Outro modo bem mais prático para se ativar uma variável da calculadora ou uma 
que você tenha criado é incluí-la no menu personalizado. 


Incluindo variáveis no menu personalizado 


Abra o arquivo MEMORY, leve a barra de destaque para cima da variável CST, pressione EDIT (no menu), 
pressione novamente EDIT (no menu), digite as variáveis que você deseja incluir, lembrando que entre as 
variáveis deve haver um espaço; pressione ENTER três vezes para confirmar as inclusões e retornar ao 
ambiente HOME. 


LEMBRE-SE: para chamar o MENU PERSONALIZADO, é só pressionar a tecla CST. 


Para resolver um sistema linear, precisamos obrigatoriamente entrar com a matriz B 
dos termos independentes e com a matriz 4 dos coeficientes das variáveis. Agora, se 
quisermos antecipar como são as soluções do sistema, precisaremos, também, da 
matriz completa M. Só que não será necessário digitar toda a matriz M: a matriz M 
poderá ser criada a partir das matrizes 4 e B. Vejamos como realizar essa proeza. 
Primeiro, para que não aconteça nenhum desastre, vamos colocar na memória as 
matrizes 4 e B. 


Colocando na memória as matrizes 4 e B 


Digite no “escrevedor de matrizes” a matriz dos termos independentes e pressione ENTER para mandá-la para 
o nível 1 da pilha. Em seguida, digite: 


'B'STO 
(ou B STO se você tiver certeza de que a variável B não consta da memória) 


Proceda de modo análogo com a matriz dos coeficientes das variáveis, trocando, evidentemente, o B por 4. 


ATENÇÃO. Quando uma variável, digamos X, já está na memória com um 
determinado conteúdo e queremos utilizá-la para armazenar outro conteúdo, é só entrar 
no nível 1 com o novo conteúdo e digitar: 


' X’ STO 


que a substituição será automática. Se a variável X não consta da memória, para 
armazenar um conteúdo nela é só entrar com o conteúdo no nível 1 e digitar: 


X STO 


Como fazer para colocar na pilha o conteúdo de uma variável que não armazena 
programa? 


Colocando na pilha o conteúdo de uma variável que não armazena programa 


Digite o nome da variável e pressione ENTER. Ou, pressione a tecla VAR (para abrir o menu das variáveis) 
e pressione a variável desejada. 


Como fazer para criar a matriz M a partir das matrizes 4 e B? Vamos supor que as 
matrizes já estão armazenadas nas variáveis 4 e B. Como dissemos acima, para 
entrar com a matriz 4 na pilha é só digitar 4 e pressionar ENTER; da mesma forma 
para a matriz B. 


Criando a matriz M a partir de 4 e B 
Entre na pilha com as matrizes 4 e B, nessa ordem, e, em seguida, entre com o número da última coluna da 
matriz M (que é o número de colunas da 4 mais 1) de modo que a matriz 4 estará no nível 3, a B, no nível 2, e o 


número da última coluna de M, no nível 1. Agora, digite: 


MTH MATR (no menu) COL (no menu) COL+ (no menu). 


ATENÇÃO. Inclua COL+ no menu personalizado (não pode haver espaço entre COL 
e+). 


EXEMPLO 2. Resolva o sistema linear 


| 2x+3y— 7=8 
x+ty—z=4 


] 2x— y+ 47=— 
5x + 3y+27=11. 


Solução 
Aqui, 

2 3 —] 8 2 3 =l 8 

l | =] 4 l | =] 4 

A=|2 -1 4pPB=|-ljeM=|2 -Ii 4 —1[ 

5 3 2 11 5 3- e Mi 


Procedendo como dissemos anteriormente, digite a matriz B e armazene-a na variável 
B. Digite a matriz 4 e armazene-a na variável 4. Para criar a matriz M, digite 4 e 
pressione ENTER para entrar com a matriz 4 na pilha; em seguida, digite B e pressione 
ENTER para entrar com a matriz B na pilha. Para criar a matriz M, digite: 


4 ENTER COL+ (no menu ou no menu personalizado). 


Se tudo correu “dentro dos conformes”, a matriz M deve ter aparecido no nível 1 da 
pilha. Apareceu? Se apareceu (se não apareceu reveja anteriormente qual o 
procedimento correto) a matriz M, podemos determinar a matriz escalonada ME. Para 
criar ME, digite: 


RREF ENTER 
para obter a matriz escalonada, 
10.0 2 
010 | 
ME=|0 0 1 —1+ 
0 00 O 


Assim, ME é do tipo 1 acima. Logo, o sistema é compatível e determinado, sendo x = 
2,y= 1 ez=- 1 a sua única solução, no sentido habitual. 
E 


EXEMPLO 3. Resolva o sistema 


2x+3y-2=8 
| x+y-2=4 
| 2x— y+42=- 


5x +3y+27=10. 


Solução 
Aqui 

2 3 =] 8 2 3 m] 8 

ads bol | =1 sal e a Ll 1 =1 4 

2 -=1 4 me] 2 =] 4 -1f 

» åa 4 10 5 3 2 10 


A matriz 4 é a do exemplo anterior. A matriz B difere da matriz do exemplo anterior 
apenas na última linha; se você não apagou a matriz B do exemplo anterior, podemos 
substituir o 11 pelo 10, e para isso, digite: 


MEMORY (função verde da tecla VAR) 


Agora, leve a barra de destaque para cima da variável B, pressione EDIT (no menu), 
pressione novamente EDIT (no menu), leve o cursor para cima do 11, pressione DEL, 
digite 10 e pressione ENTER três vezes. Pronto, a matriz B já foi alterada. Como no 
exemplo anterior não armazenamos a matriz M, será preciso criá-la, e, para isso, 
proceda como no exemplo anterior. Estando a matriz M no nível 1, digite: 


RREF e pressione ENTER 
para obter a matriz 
t0 0 0 
“10100 
Me 10 14 
0001 


que é do tipo 2 anterior. Assim, o sistema não admite solução no sentido habitual, mas 
admite uma única solução LSO. Para determinar essa única solução, entre com as 
matrizes B e 4, nessa ordem, e digite: 


LSO ENTER 
ou 
pressione LSO no menu personalizado 


para obter [ [1,7222...] [1,13888...] [-0,8888...] ] e, portanto, x = 1,7222..., y = 
1,13888... e z = —0,8888... . Convertendo para fração ordinária, obtemos: x = 31/18, y 
= 41/36 ez = —8/9 que é a única solução LSO do sistema. 

E 


Na próxima seção, vamos criar um programa que nos permitirá construir 
rapidamente uma matriz. 


A2.8. PROGRAMA PARA CONSTRUIR MATRIZ: A VARIÁVEL 
MATR 


O objetivo desta seção é criar um programa que nos permitirá construir 
rapidamente uma matriz. Esse programa será armazenado na variável MATR. Para criar 
uma matriz a partir de seus elementos, vamos precisar da função — ARRY. Para 
localizar essa função, digite: 


PRG TYPE (no menu) 


Para informar à calculadora qual o número de linhas (L) e qual o número de colunas 
(C), precisaremos entrar com a lista {L C}, onde { | é a função roxa na tecla +. Já 
estamos em condições de construir uma matriz sem precisar entrar no “escrevedor de 
matrizes”. 


EXEMPLO 1. Entre com a matriz 


a e NUO 
À o ' 
4 — E 


Solução 
Primeiro precisamos entrar com os elementos da matriz que devem ser digitados na 
seguinte ordem: primeira linha, segunda linha etc. Para entrar com a primeira linha, 
digite: 
5 ENTER 3 ENTER 4 ENTER 
Com a segunda linha, digite: 
2 ENTER 2 ENTER 1 ENTER 


e assim por diante, até entrar com todas as linhas. OK? 
Agora, precisamos informar à calculadora que a nossa matriz tem 4 linhas e 3 
colunas. Para isso, digite a lista 


(43; 
e pressione ENTER para mandá-la para o nível 1. Agora, digite: 
PRG TYPE (no menu) — ARRY (no menu) 


Pronto: a sua matriz está montada. 


Seguindo os passos do Exemplo 1, vamos construir um programa que facilitará 
mais ainda as coisas. 


Programa para criar matriz 


Nívell:<<'C'STO'L'STO 
{L C} > ARRY> 


Digite: 


MATR STO 


ATENÇÃO. Para entrar com — ARRY no programa não é necessário digitá-la, basta 


pressioná-la no menu. Também, não é necessário digitar STO, basta pressionar a tecla 
STO. 


Inclua a variável MATR em seu menu personalizado. No próximo exemplo, 
mostramos como usar o programa que acabamos de criar. 
E 


EXEMPLO 2. Utilize a variável MATR para entrar com a matriz do Exemplo 1. 
Solução 
Primeiro, vamos entrar com as linhas como fizemos no Exemplo 1: 


5 ENTER 3 ENTER 4 ENTER 
2 ENTER 2 ENTER 1 ENTER 
4 ENTER 0 ENTER 2 ENTER 
5 ENTER 9 ENTER 7 ENTER 


Agora, precisamos entrar com o número de linhas e com o número de colunas. Entáo, 
digite: 


4 ENTER 3 ENTER 
Para construir a matriz, digite: 
MATR ENTER 


ou, simplesmente, ressione MATR no menu personalizado. Gostou? 
p p 
E 


A2.9. UTILIZANDO O APLICATIVO FIT DATA PARA AJUSTE DE 
CURVA PELO MÉTODO DOS MÍNIMOS QUADRADOS. AS 
FUNÇÕES PREDX E PREDY 


Para entrar no aplicativo FIT DATA, pressione STAT (função verde da tecla 5); na 
caixa que se abre, escolha a 3.º opção, que é Fit data... e pressione ENTER. Nesse 
aplicativo, você poderá, pelo método dos mínimos quadrados, ajustar aos pontos 


(xı, yı), (x2, y2), 205 (Xn, Yn) 


uma reta, y = mx + q, uma exponencial, y = qe™, uma logarítmica, y = q + m In x, ou 
uma potência, y = q x”. 

Digamos que o diagrama de dispersão dos pontos tenha o jeito do gráfico de uma 
função exponencial, então, em vez de ajustarmos uma reta, ajustaremos uma 
exponencial da forma y = ge””. Aplicando In aos dois membros de y = ge”*, obtemos In 
y = In q + mx. Fazendo, então, y = In y e O = In q, teremos a reta y = O + mx. O que a 
calculadora faz, sem a gente ver, é exatamente o seguinte: ajusta, pelo método dos 
mínimos quadrados, uma reta y = O + mx aos pontos 


(xı, In xı), x, In x2), eres e In xn) 


calcula o coeficiente de correlação desses pontos e toma q = e?. O raciocínio para os 
outros tipos de ajuste é análogo. 

Você pode, também, solicitar à calculadora que ela retorne, entre as quatro curvas 
acima, à que melhor se ajusta (Best fit) aos pontos. Nesse caso, ela retornará a curva 
cujo R? estiver mais próximo de 1. (Lembre-se de que R? é o quadrado do coeficiente 
de correlação.) 

Para escolher qual o tipo de ajuste que você quer, leve a barra de destaque para o 
campo de MODEL e, pressionando a tecla +/—, escolha a sua opção. 

É no campo da variável 3 DAT que devemos entrar com a matriz dos pontos dados. 
Para entrar com a matriz, leve a barra de destaque para o campo da variável 5 DAT e 
pressione EDIT no menu do aplicativo (tecla branca da letra A) para abrir o 
“escrevedor de matrizes”; digitada a matriz, pressione ENTER para mandá-la para o 
campo da variável 5 DAT. 

Tendo entrado com a matriz e escolhido o tipo de ajuste, pressione OK (no menu do 
aplicativo, tecla branca da letra F) ou simplesmente pressione ENTER. 
Automaticamente, volta-se para o ambiente HOME, e na pilha, no nível 3, estará a 
curva ajustada, no nível 2 a correlação, e no nível 1, a covariância. Para ler os dados 
que aparecem nos vários níveis, pressione a tecla que move o cursor para cima (A) e 
leve o triângulo preto que aparece na frente do nível 1 da pilha para o nível que você 
deseja ler; em seguida, pressione EDIT (função roxa da tecla +/—). Após ter lido todos 
os dados, pressione ON para retirar do visor o tal triângulo preto. 

Digamos que você queira ver o diagrama de dispersão e o gráfico da curva 
ajustada. Para isso digite: 


“(shift roxo) 5 


No menu que se abre, pressione PLOT (tecla branca da letra D) e, no novo menu, 
pressione SCATR (tecla branca da letra C). No visor aparecerá o diagrama de 
dispersão. Para fazer aparecer o gráfico da curva ajustada, pressione STATL (tecla 
branca da letra D). (Observação: SCATR = SCATTER = DISPERSÃO; PLOT = 
PLOTAR = ESBOÇAR.) Pressionando-se ON, volta-se para HOME. 

Suponhamos, agora, que você queira, na curva estimada, determinar y para um dado 
valor de x. Para isso digite: 


“(shift roxo) 5 FIT (no menu). 


Agora, entre com o valor de x e pressione PREDY. Se você quiser o valor de x para um 
dado valor de y, entre como valor de y e pressione PREDX. 

Para finalizar a seção, vamos mostrar outro modo de entrar com a matriz no campo 
de X} DAT. Então, para entrar com a matriz dos pontos (x; y;), i = 1, 2, ..., n, no campo 
da variável 5 DAT, proceda da seguinte maneira: estando em HOME, entre com a 
matriz utilizando a variável MATR. Em seguida, digite 


'SDAT' STO 


Desse modo, armazenamos a matriz na variável 5 DAT, e, então, ela estará no campo da 
variável X DAT quando entrarmos no aplicativo FIT DATA. ATENÇÃO: Se a variável 
Y DAT estiver no menu de VAR, não será necessário digitar 5 DAT: basta entrar com os 
dois tracinhos e pressionar Y DAT no menu das variáveis. (ATENÇÃO: Para digitar 
Y DAT, pressione > (função verde da tecla TAN), apague os parênteses que aparecem 
na frente de > e digite, sem espaço e com letras maiúsculas, DAT.) 


42.10 AJUSTE LINEAR COM DUAS OU MAIS VARIÁVEIS 
INDEPENDENTES. AJUSTE POLINOMIAL 


EXEMPLO 1. Ajuste, pelo método dos mínimos quadrados, uma função linear 7 = ax 
+ by + c aos dados da tabela 


3 4 
5 6 
7 8 


Solução 


O sistema linear associado ao problema é 


[ a+3b+c=2 
4a+5y+c=8 


S:/43a+2b+c=4 

Sa+3b+c=6 

Ja+2y+c=8 

Aqui 
| ¿3 1 2 
4 5 1 8 
A=|3 2 1| e B=|4L 

Sa 6 
CES 4 8 


Procedendo como na Seção A2.7, obtêm-se: 


32 30 —278 
a= —, b= — e c= 
29 29 145 


que é a única solução LSO do sistema. Conclusão: 


32 30 278 
x y 
29 29 ` 145 


é a funcáo linear que melhor se ajusta aos dados da tabela pelo método dos mínimos 
quadrados. 


(Observacáo. O sistema auxiliar SA associado ao sistema S anterior é: 


>> > > > > >> 
av vi tbv y +cv93*v=b: y 
a Las? > > > > > > 
* 4a v v + bv v +e n= bv 
> > > > > > > > 
avı * v3 + bv v3 + cv v = b v3 
onde 
| 3 | 2 
4 5 | 8 
3 bd RA 2 bd — l ETA 4 F 
HSS Ml] e TS g 
T 2 l 8 


A título de exercicio, verifique que a solução do sistema SA é de fato 


32 30 —278 
a= —,b= e c= = 


29 29 145 


ATENÇÃO. Para calcular os produtos escalares vi a v; e p à v utilize a função 


DOT, e, para acessá-la, digite: MTH VECTR (no menu). Por exemplo, para calcular 
p f vo entre com = com = e pressione DOT. 


EXEMPLO 2. Ajuste, pelo método dos mínimos quadrados, a função polinomial de 
grau dois, + = ax” + bx + c, aos dados da tabela 


X 10 
y 25 
Solução 


O sistema linear associado ao problema é 


atb+c=8 
da+3b+c=2 

l6a + 4b+c=5 
49a + Tb+c=10 
64a + 8b +c = 16 
100a + 10b + c= 25 


NE 


que admite a única solução, aproximada, LSO 
a = 0,50933, b = -3,53305 e c = 10,143511. 


Conclusão: $ = 0,50933 x? — 3,53305 x + 10,143511 é a função polinomial de grau 
dois que melhor se ajusta aos dados da tabela. 
E 


42.11. A FUNÇÃO RSD. DISTÂNCIA DE PONTO A PLANO. 
DISTÂNCIA DE PONTO A RETA 


A função RSD (RSD = RESÍDUO) é outra importante função da HP-48G. Para 
acessála, digite: 


MTH MATR (no menu) NXT 


O que faz a função RSD? Consideremos o sistema 


la 1X1 + ax +... + apxp = by 


491X] + (99) +... + Apă 


Eua 2pXp = b2 


[Ap1X] + 0p2X2 +... + AppXp = bp 


e seja (Xio, X20, ..., Xpo) uma solução LSO de S. Pois bem, a função RSD, quando 
ativada, irá nos fornecer o vetor 


E E] = bi — (411X10 + a12 X20 a y M1pXp0) 
Els E> q 8 E, = b) — (4791X10 + 4x9 +... + 42pXp0) 
En ES = Bn (CARS AA Pi AnpX p0) 


que em notação matricial se escreve: 


E, bi ai an : -alp X10 
Ẹ= E) _ br | |an an ...d2, X20 E 
En bn Ani an2 -Anp | | Xp0 
Se E, =E,=... = E, =0, então (x10, X20, ..., Xpo) será uma solução no sentido habitual. 


O comprimento || E || do vetor E é exatamente a distância do ponto P ao ponto B, onde 


a11X10 + a12 X20 o a d1pXp0 bj 
b» 
eB=| * 


an1 X10 T an2 X20 A y AnpXp0 Bn 


Pis AM NO + a2 X20 LA y 42 pXpQ 


Na HP-48G, a função que calcula o comprimento de um vetor é a função ABS (ABS = 


ABSOLUTO): 
| E |= ABS (E) 


Para acessar a função ABS, digite: MTH REAL (no menu) NXT 
O problema agora é como proceder para calcular E. 


Cálculo do vetor E e de ABS (£) 


Sejam 4 a matriz dos coeficientes das variáveis e B a matriz dos termos independentes. Armazene na variável X 
a solução encontrada. Agora, entre com as matrizes 


B A X (nessa ordem) 

Para calcular E, digite: 

RSD ENTER 
ou 

pressione RSD no menu 
ou ainda 
x — (vezes menos) 

Para calcular o comprimento de E digite: 

ABS ENTER 
ou 


pressione ABS no menu. 


EXEMPLO. Considere o sistema 


x+2y=4 
5 


ç. |2x- y= 
-~ ]x+y=4 
x—y=2. 


a) O sistema admite solução no sentido habitual? Discuta o sistema com relação ao 
número de soluções. 

b) Resolva o sistema. 

c) Dos pontos (x + 2y, 2x — y, x + y, x — y), x e y reais, qual está mais próximo de (4, 
5, 4, 2)? 

d) Qual a menor distância do ponto (4, 5, 4, 2) aos pontos (x + 2y, 2x — y, x + y, x — y), 
x e y reais? 

e) Faça “manualmente” o escalonamento de Gauss do sistema. 


Solução 


Aqui 


| 3 

pa e =I] as q 

Pei Tirem 
| = 


O Eus 


a) Entre com a matriz 4 e armazene-a na variável 4; entre com a B e armazene-a na 
variável B. Crie a matriz M e determine a matriz escalonada ME de M: 


2 
1 
| 
ss] 


bo = 


| 
e 0 


O EU e 
O 
S 
mM 
II 
O Co = Co 
Co m= CO O 


O 


Segue que o sistema não admite solução no sentido habitual. Admite uma única 
solução no sentido LSO. 
b) Entre com a matriz B, entre com a matriz 4, pressione LSO (no menu) ou digite LSO 


e pressione ENTER para obter a solução 


[ [2,857142...] [0,714285...]]. 


Armazene-a na variável X, ou seja, digite: 


'X' STO 
Agora, entre novamente com a solução na pilha (digite X e pressione ENTER) e 
passe-a para a forma de fração ordinária para obter 


20 
7 


5 
x= ey= +. 
7 


z 2 5 ; 
c) É só fazer x = Pey= a 2x —y,x+y,x-— y). Assim, 


CIO DD 25 Ln. l Ea 
P = | Ee S y —=,— | é o ponto mais próximo de B = (4, 5, 4, 2). 
ke P mM Ty 

(Observação. O ponto P poderia, também, ter sido obtido da seguinte maneira: entre 
com a matriz 4, entre com a matriz X e pressione a tecla x, ou seja, obtém-se P 
multiplicandose a matriz 4 pela X.) 


d) Primeiro, precisamos determinar o vetor coluna E. (Lembre-se de que B — AX = B — 
P = E, onde X, Pe B estão sendo olhados como vetores colunas.) Para determinar 


E, digite: 


B ENTER 4 ENTER X ENTER RSD ENTER 


para obter 
— 0,285714... LIT 
0 O 
E = = = B — AX. 
0,428571... ar 
—(,142857... 18 


Para calcular o comprimento de E, digite: 


ABS ENTER 


para obter || E || = 0,53452. (Observe: || E || = — 


e) Multiplicando-se a primeira equação do sistema S por — 2 e somando-se com a 2.º: 


multiplicando-se a 1.º equação por — 1 e somando-se com a 3.º: multiplicando-se a 
1.º equação por — 1 e somando com a 4.º, e, em seguida, permutando-se as posições 


das 2.º e 3.º equações, resulta: 


x+2y=4 x+2y=4 x+2y= 
j2x-= y=5 | =5y =-3 =y=0 
| xty=4 o | =y=0 & | -Sy=-3 
| x— y=2. | —3y = —2 | —3y=—2 


Multiplicando-se, agora, a 2.º equação (do 3.º sistema) por —5 e somando-se com a 
3.º; multiplicando-se a 2.º equação por —3 e somando-se com a 4.º, e, em seguida, 
dividindo-se a 3.º por —3 e a 4.º por —2, resulta: 


x+2y=4 x+2y=4 
jo=-3 9 10=1 
0 = —2 lo=1 


Multiplicando-se a última equação por — 1 e somando-se com a 3.*, multiplicando- 
se a última por —4 e somando-se com a 1.º, resulta: 


x+t2y= 
à fim 
10=0 
[O = 


x+2y=4 x+2y=0 eo 
UN i E E y=0 E 
S:JATI=ZD e] & ly=1 
rey=s jos poi 
x—y=2. [0 =1 : m 


Observe que a matriz M do último sistema é exatamente a matriz ME de S. 
Para finalizar a seção, deixamos para você a seguinte tarefa: dados um plano (uma 


reta) em forma paramétrica e um ponto B fora do plano (da reta), estabeleça um 
processo para determinar o ponto P do plano (da reta) que se encontra mais próximo 
de B e a distância entre B e o plano (reta). 


42.12.CÁLCULO DO COEFICIENTE DE DETERMINAÇÃO R 


Suponhamos que 


¿=ax+by+c 


seja o plano que melhor se ajusta, pelo método dos mínimos quadrados, aos pontos (x; 
Yo Zi), i= 1, 2, ..., n. Então (a, b, c) é a solução LSO do sistema 


(xat yb+c 
ç. JX2a + y2b+c 


| Xna + ynb + Cc= Zn 


Aqui o vetor E é dado por: 


E, Ej = = ESTO + yıb +c) = z= ĉi 
E= E) onde ) Ez = z2 — (x2a + yab + c) = z2 — 22 
E, En = Zn — (And + ynb + C)= zn- Zn 


Sabemos que R? é dado por: 


Sabemos, ainda, que 


Temos, também, 


n n 


A.” » =? 2 -2 e) =" 
Y G- =NMEP è Y (¿-22= Y Q -nz =1BIP-nz? 


i= i= [= 


onde B é a matriz coluna dos termos independentes do sistema S. 


Temos, então, a seguinte fórmula prática para o cálculo do coeficiente de 
determinação Rº. 


2) 
IE 1 
` 
Re = 5 5 
IBI —nz* 
onde 

Z1 7 21 21 
2a EA Z? 
E = |*2 ¿leB=|* 
Zn T Zn Zn 


ATENÇÃO. Para calcular a média 7, proceda do seguinte modo: armazene a matriz B 
na variável $ DAT e digite: 


Shift roxo 5 IVAR (no menu) MEAN (no menu) 


Ou, então, pressione STAT (função verde da tecla 5), escolha a 1.º opção que é Single- 
var... e pressione ENTER (ou OK no menu). Entre com a matriz B no campo de 
X DAT. Em seguida, leve a barra de destaque para o campo da variável MEAN e 
pressione a tecla +/— para confirmar sua escolha (na frente de MEAN deverá aparecer 
um vezinho). Confirmada a escolha, pressione ENTER. 


42.13. PROGRAMA QUE RETORNA OS COEFICIENTES DO 
AJUSTE E O R2 


O objetivo desta seção é criar um programa, que será armazenado na variável BAN, 
que retorna os coeficientes do ajuste, bem como o coeficiente de determinação R”, a 
partir das matrizes B, 4 e do número n de pontos dados, onde B é a matriz dos termos 
independentes e 4 a matriz dos coeficientes das variáveis do sistema S associado ao 
problema. 


Do 


Programa BAN 


Nível 1: << ' N' STO '4'STO 'B'STO B 4 LSQ 
'X' STO BAXRSDABS 2 A 'Y'STO 
BABS2A'U'STO B'>DAT'STO MEAN 2 A 
N*'V'STO 1YUV-/-'"R2'> TAG X'X'— TAG >> 


Agora, digite: * BAN ' STO 


Inclua a variável BAN em seu menu personalizado. 


EXEMPLO 1. Considere a tabela 


Determine a reta dos mínimos quadrados dos pontos dados e o coeficiente de 
determinacáo. 


Solução 


Seja y = mx + q a reta procurada. O sistema associado ao problema é 


3m+qg=7 
im+q=5 
s. | 6m+q=3 
|90m+q=4 
10m+q=2 
lim+q=3 
Aqui, o número de pontos é n = 6, 
3 Y [7] 
5S- 5 
6 1 -Wa 
A = 9 1| € B = 4! 
10 1 2 
11 1 3 
=l ka al 


Agora, entre com a matriz B, entre com a matriz 4, com 6 e pressione BAN, no menu 


personalizado, para obter 


R2: 0,6701858 
X: [[-0,466216][7,418919]] 


Ou seja, $ = —0,466216x + 7,418919 e R? = 0,6701858. (Sugestão: Resolva o 
problema no aplicativo FIT DATA.) 


EXEMPLO 2. Considere a tabela 


Determine o plano 7 = ax + by + c dos mínimos quadrados, bem como o coeficiente de 
determinação Rº. 


Solução 


O número de pontos én = 7, 


2 3 À 7 
32 1 5 
4 6 1 7 
A=|7 3 1| e B=|6.. 
2 e q 5 
6 2 1 7 
5 81 [10 


Entre com B, entre com 4 e com 7 e, em seguida, pressione BAN para obter 


R?: 0,8490879 
X: [[-6,34715025907E — 2] [0,71567357513] [4,03044041451 1] 


Ou seja, ¿ = —0,0634715025907x + 0,71567357513y + 4,03044041451 e R? = 


0,8490879. 


42.14. DEFININDO FUNÇÃO NA HP-48G 


Nesta seção, vamos aprender como definir uma função na HP-48G. Para definir 
uma função, vamos utilizar a função roxa DEF (DEF = DEFINE = DEFINIR) na tecla 
STO. Vejamos, então, como definir, por exemplo, a função y =x” + 3x +5. 


Definindo a função y =x? + 3x + 5. 


Na linha de comando, utilizando letras maiúsculas para facilitar, digite y(x) = x2 + 3x + 5, em seguida, tecle 
ENTER; no nível 1 deveremos ter: 


Nivell:  'YAM)=X2+3*X+5 


Agora, pressione DEF (shift roxo seguido da tecla STO). 


Pronto! A função já está definida. A variável Y já foi para a memória, isto é, já está 
ocupando um dos retângulos do menu das variáveis. Para visualizar a variável Y 
pressione a tecla VAR e vá virando as páginas do menu até encontrar Y. Encontrou? 
Ótimo. No próximo exemplo, veremos como calcular o valor de y dado x. Para 
visualizar o conteúdo da variável Y ou proceder a qualquer alteração, faça como 
explicado anteriormente. 


EXEMPLO 1. Sendo y = x* + 3x + 5 a função acima definida, calcule o valor de y 


para x = 1l,x=-2 ex= 


|e 


Solução 


Inicialmente, localize a variável Y no menu das variáveis. Então, para calcular o 
valor de y, digite o valor de x e pressione a tecla branca correspondente ao retângulo 


ocupado pela variável Y. 


Digite 1 e pressione Y no menu das variáveis. No nível 1, deverá aparecer 9. Assim, 
para x = 1, teremos y = 9. 


Digite —2 e, em seguida, pressione Y no menu das variáveis. No nível 1, deverá 
aparecer 3. Assim, para x = —2, teremos y = 3. 


Digite: 4 ENTER 5 = e, em seguida, pressione Y no menu das variáveis. No nível 1, 
deverá aparecer 8,04. Assim, para x = 5, teremos y = 8,04. 


- 


EXEMPLO 2. Defina a função z = x? — 3yº + 5xy e calcule z para os valores de x e y 
dados. 


a)x=ley=2 
b) x==5 e7 ==6,2 


Solução 
Definindo a função z = x? — 3y3 + 5xy 


Digite z(x, y) = x2 — 3y3 + 5xy e, em seguida, pressione ENTER; no nível 1 deveremos ter: 


Nívell: ZX Y) =XN-3* YN +5*X*Y' 


Agora, pressione DEF (função roxa na tecla STO). Pronto. A função já está 
definida. 


Agora, localize a variável Z no menu das variáveis. Lembre-se: para abrir o menu 
das variáveis, é só pressionar a tecla VAR e procurar Z, usando NXT se precisar virar 
a página do menu. Localizou Z? Otimo. 


a) Para calcular z, é preciso entrar com os valores de x e y, nessa ordem. 
Digite: 1 ENTER 2 e pressione a variável Z no menu das variáveis, para obter — 
13, que é o valor de z = — 13. 


b) Digite: —S ENTER -6,2 e pressione a variável Z para obter —844,984, que é o 
valor de z, ou seja, z = —844,984. 
E 


42.15. AJUSTE DE CURVA, PELO MÉTODO DOS MÍNIMOS 
QUADRADOS, NO EXCEL 97 


Consideremos os pontos (xx yk), k= 1, 2, ..., n. No EXCEL, podemos obter o ajuste 
linear, polinomial (até o grau 6), exponencial, logarítmico ou por uma poténcia. Os 
próximos exemplos mostram como obter tais ajustes. 


EXEMPLO. Determine, pelo método dos mínimos quadrados, a reta que melhor se 
ajusta aos pontos dados. 


Solução 


Nas células Al a A9, vamos entrar com os valores de x; nas células Bl a B9 com 
os valores de y. Após entrar com estes valores, marcamos a matriz Al: B9. Em 
seguida, clicamos no ícone Assistente de gráfico, para abrir o aplicativo Assistente de 
gráfico. 


X Microsoft Excel - Figura 1 MEE 


=] Arquivo Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentes Dados Janela Ajuda 
Oskary i teI o-c AEE 7 lz | B| 07 &) 


Tipos padrão | Tipos perscnalizados | 


Tpo de gráfico: Subtipo ce gio; 


Cispersão, Compra paes de rales, 


Maiar presinado para gabii camilo | 
G) | cancaar | z voltar [eene] Concir | 


E | 


M4» mó Plant / Pang / Pens 4 
| Desenhar - R &| AutoFormas- > «DCBA4|2-$-A-E=BRS 
Pronto | Eoma=126,5 | [NUM | 


tatus PAS 13:04 


WAlniciar| | XL) Ty Maen Be [VCS AM e 


Neste Assistente de gráfico, escolhemos a opção Dispersão (XY) e, como Subtipo 
de gráfico, escolhemos a primeira opção, que é o diagrama de dispersão. Clicando em 
Concluir, obtemos o diagrama de dispersão. 


X Microsoft Excel - Figura 2 MEE 


=] Arquivo Editar Exibir Inserir Formatar Ferramentes Gráfico Janela Ajuda elx) 
Sa SBAY|j4RAaS o-c-|[ MR] 4 Tipodegráfico. 
ICE ajo Aee l=== EL su Dados de origem... 


área de gráfico Opções de gráfico... 
E D | E ae Local.. 


Adiciona dados... 
Adicionar linha de tendência... 
KD ção s- 


O N-A 


+ Sequência” 
= 


O UA mw 


19) sm 


| o y 
4h MNPlant /Panz / Plana / EN! | ma 
|| Desenhar- R &| AutoFormas- * NODOHd | >-L-A-=3 RMN 

Pronto | NUM | 


l | 
WAlniciar| | XI| MEn AP [2 CSA? ADAS 11:37 


A seguir, selecione o gráfico; na barra de ferramentas, clique em Gráfico e escolha 
a opção Adicionar linha de tendência. (ATENÇÃO. O menu Gráfico só aparecerá 
após selecionar o gráfico. Se ao lado do menu Ferramentas aparecer a palavra Dados, 
é porque você não selecionou o gráfico. Para selecionar a região do gráfico, é só dar 
um clique logo abaixo do retângulo que envolve a palavra Sequência 1. Para 
desmarcar, é só clicar fora do retângulo que contém a região do gráfico.) Clicando, 
então, na opção Adicionar linha de tendência, aparecerá a caixa de diálogo Adicionar 
linha de tendência, que oferece as várias opções de ajuste. Como o nosso caso é o 
ajuste linear, clique no quadrado Linear. (Se o ajuste for polinomial, até o grau 6, 
marque o quadrado polinomial e escolha o grau na caixa ao lado.) 
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Na caixa acima, clique em opções e marque as opções: exibir equação no gráfico e 
exibir valor do R-quadrado no gráfico. Clique OK para obter no gráfico a equação da 
reta que melhor se ajusta aos pontos dados e o valor de R-quadrado. 
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42.16. MÁXIMOS E MÍNIMOS NO EXCEL 


Pontos de máximo ou mínimo de uma função são determinados, no EXCEL, no 
aplicativo SOLVER. Para entrar neste aplicativo, clique em Ferramentas e escolha a 
opção SOLVER. Caso na caixa de diálogo que se abre não apareça a palavra SOLVER, 
escolha, nessa mesma caixa, a opção Suplementos, marque SOLVER e pressione OK 
para incluí-la na caixa Ferramentas. Caso em Suplementos não apareça SOLVER é 
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porque não foram instalados todos os aplicativos do EXCEL. 


EXEMPLO 1. Determine o ponto de minimo e o valor mínimo da função 
2 =x" + 3xy + 4y? — 4x — 13y. 


Solução 


Observamos, inicialmente, que, pelo fato de se tratar de uma função polinomial de 
grau 2, tal função admitirá no máximo um ponto de mínimo. Por quê? Vamos 
representar as variáveis x e y, respectivamente, por Al e Bl. Na célula Cl, vamos 
entrar com a expressão que queremos minimizar. Na célula C1, devemos digitar: 


= ALV+3*A1*B1+4*B12-4*A1-13*Bl 


Como o SOLVER utiliza método iterativo para buscar o ponto desejado, é preciso 
entrar com estimativas para x e para y (uma estimativa para o ponto de mínimo é 
qualquer ponto que esteja próximo desse ponto de mínimo). Vamos tentar as 
estimativas 0 para x e O para y. (Como z(0,0) = 0, z(0,1) = —9 e z(0,2) = — 10, nesse 
problema as estimativas O para x e 2 para y seriam preferíveis. Por quê? Em todo caso, 
vamos tentar resolver o problema com as estimativas O para x e O para y; se não der 
certo, tentaremos a estimativa (0, 2).) Entre com zero nas células Al e Bl. Agora, 
marque a célula C1 e, em seguida, clique em Ferramentas e escolha a opção SOLVER 
para abrir a caixa PARÂMETROS DO SOLVER. Na caixa que se abre, em célula de 
destino, digite Cl; escolha a opção Min; em células variáveis, digite A1:Bl. 
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Agora, clique em resolver para obter — 1 em Al,2 em Bl e— 11 em C1. Assim, (71,2) 
é o ponto de mínimo e z =—11 o valor mínimo de z. (Observe que a função dada admite 


no máximo um ponto de mínimo, de acordo?) 


EXEMPLO 2. Determine os pontos de 


Gráfico e curvas de nível de z = x? + 3xy + 4y? — 4x — 13y 


Paraboloide elíptico 


MEJEI 


máximo e de mínimo de z = 2x — y com as 


restriçõesx>20,x+y<3ey>x. 
Solução 


Como o conjunto 4 de todos os pares (x, y) satisfazendo as restrições dadas é 
compacto (confira) e a função dada é contínua, resulta, pelo teorema de Weierstrass, 
que tal função assume em 4 valor máximo e valor mínimo. Tomemos Al (Al =x) e Bl 
(Bl = y) como células variáveis. Em C1, vamos entrar com a expressão que queremos 
maximizar ou minimizar. Em Cl, digitamos: 


=2 * Al — B1. 
Em D1, digitamos: 
= A1 + B1. 


Vamos primeiro determinar o ponto de mínimo. Parece que o ponto de minimo deve 
estar próximo (ou é o próprio) de (0, 3). Vamos então entrar com as estimativas 0 em 
Al e 3 em Bl. Agora, marque a célula C1 e abra o aplicativo PARÂMETROS DO 
SOLVER, como no exemplo anterior. Em célula de destino, digite C1. Escolha a opção 
Min. Em células variáveis, digite A1:B1. Agora, clique em Adicionar para abrir o 
aplicativo Adicionar restrição. Em referência de célula, digite A1; escolha >=; em 
restrição, digite O (é a restrição x > 0), em seguida, clique em Adicionar. Agora, 
vamos entrar com a restrição y > x. Em referência de célula, digite Bl; escolha >=; 
em restrição, digite Al, em seguida clique em Adicionar. Para entrar com a restrição x 
+ y < 3, em referência de célula digite D1; escolha <=; em restrição, digite 3, em 
seguida, clique em Adicionar. Agora, feche o aplicativo para voltar para 
PARÂMETROS DO SOLVER, que deverá ter a seguinte “cara”: 
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Finalmente clique em resolver, para obter 0 em Al, 3 em Bl e -3 em Cl. Assim, —3 é 
o valor mínimo da função e que ocorre para x = 0 e y = 3. (A nossa estimativa já era o 
ponto de mínimo.) Vamos, agora, determinar o ponto de máximo que deverá estar 
próximo do ponto (3, 3); entremos, então, com as estimativas 3 em Al e 3 em Bl. 
Marque C1 e abra novamente o aplicativo PARÂMETROS DO SOLVER. Escolha a 
opção Máx. (Observe que os dados com os quais entramos anteriormente não foram 
apagados.) Para determinar o ponto de máximo, é só clicar em Resolver, para obter 1,5 
em Al, 1,5 em BI e 1,5 em Cl. Ou seja, 1,5 é o valor máximo e que ocorre para x = 
1,5 ey = 1,5. (Veja Exemplo 2, da Seção 16.1.) 

E 


EXEMPLO 3. Resolva o sistema 


Solução 


Resolver o sistema é equivalente a determinar os pontos de mínimo global da 
função 


fæ y= + y 3Y + (+ 2xy + 5y* — 4)”. 


De fato, se (xo, Yo) for solução do sistema, deveremos ter f(Xo, Yo) = 0, e, então, (xo, Yo) 
será ponto de mínimo global de f, pois, para todo par (x, y), temos f(x, y) > 0. 
Reciprocamente, se (xo, yo) for ponto de mínimo de fe tal que Axo, yo) = O, então (xo, 
yo) será solução do sistema. (Você concorda?) O gráfico da primeira equação é uma 
parábola com concavidade voltada para baixo, intercepta o eixo y no ponto (0, 3) e o 
eixo x nos pontos (—,3, 0) e (+43, 0). O gráfico da segunda equação é uma elipse com 
centro na origem, intercepta o eixo x nos pontos (2, 0), (72, 0) e o eixo y nos pontos (0, 
2/415) e (0, -2/./5). O sistema deverá ter 4 soluções. Estimativas para as soluções são: 


(2,2145) = (2,1), (2,-2/4/5) =(2,-1), (-2,2/45)=(-2, 1) e (—2, -2/45 ) =(-2,-1). 


Solução próxima de (2, 1) 


Em Al, digite 2; em B1, digite 1; em Cl, digite: 
= (A1'2+B1-3)2+(A1/2+2*A1*B1+5*B1/2-4)2 


Marque C1 e entre em PARÂMETROS DO SOLVER. Escolha a opção Mín. Em célula 
de destino, digite Cl; em células variáveis, digite Al:Bl. Clique em Resolver para 
obter: 1,6514 em Al, 0,2727 em B1 e 4,49 - 10"! =0 em C1. Assim, x = 1,6514 e y = 
0,2727 é uma solução, com 4 casas decimais, do sistema. 


Solução próxima de (2, —1) 


Ésó digitar 2 em Al, —1 em Bl, entrar em PARÁMETROS DO SOLVER e clicar em 
Resolver para obter a solução x = 1,9557 e y = —0,8247, com quatro casas decimais. 
Deixamos a seu cargo verificar que as outras duas soluções são: x = —1,4232 e y = 
0,9745; x = — 1,7839 e y = —0,1824. 
E 


ATENÇÃO. Observe que nesse problema o que estamos fazendo nada mais é do que 
resolver a equação fx, y) = 0. Então, em vez de escolher a opção Min., poderíamos ter 


escolhido a opção Valor de e entrado com O no retângulo ao lado de Valor de e 
proceder como se estivéssemos determinando o ponto de mínimo. Ou seja, a opção 
Valor de é a que resolve a equação. Resolva o problema com esta opção e compare 
com os resultados obtidos com a opção Mín. 


Determinar estimativas, em geral, não é tarefa fácil. Quando o problema de máximo 
ou mínimo está ligado a um problema prático, é, às vezes, possível estimar, com 
margem de erro razoável, o ponto de máximo ou de mínimo. Mas, em geral, a tarefa 
não é nada fácil. Se a estimativa não for boa, o aplicativo poderá não retornar valor 
algum! Se a função for de uma variável e definida em um intervalo limitado, a tarefa 
será bem mais fácil: é só construir uma tabela com a variável independente 
percorrendo o domínio e variando, digamos, de 1 em 1 ou de 0,5 em 0,5. Olhando para 
a tabela, é, então, possível determinar estimativa para o ponto de máximo ou de 
mínimo. Se a função for de duas variáveis, z = f(x,y), e definida em um conjunto 
limitado, um processo para determinar estimativa é o seguinte: Considere o menor xo 
tal que a reta x = xo intercepte o dominio da função, considere a função z = flxo, y) e 
construa uma tabela com y variando de 1 em 1 (ou de 0,5 em 0,5) e de modo que o 
ponto (xo, y) permaneça dentro do domínio da função. Em seguida, construa a função z 
= Á(x1, y), comx¡ = xo + A, h>0 e tal que a reta x = x, intercepte o domínio da função e 
assim por diante. Olhando para as tabelas construídas, é possível obter boas 
estimativas para o ponto de máximo ou de minimo. Bem, esse é um caminho. Faço 
votos que você descubra um bem melhor! No exemplo anterior, xo = 0 e z = HO, y) = 
—y; assim o menor valor de z = f(0, y) será —3 e ocorrerá em (0, 3) e o maior será O e 
ocorrerá em (0, 0). Tomemos, agora, x, = 1; o menor valor dez = f(x,y) = 2x1 -y =2 
— y será —1 e ocorrerá em (1, 3), e o maior valor será 1 e ocorrerá em (1, 1) e assim 
por diante. 

Para encerrar a seção, sugerimos ao leitor resolver todos os problemas de máximos 
e mínimos propostos no Cap. 16. Por favor, se alguma resposta não estiver correta, 
avise-me e ficarei muito grato a você. 


42.17. BRINCANDO NO MATHCAD 


Para trabalhar no Mathcad é muito simples. A partir do programa instalado, se sua 
versão for o Mathcad 2000, ao abrir o programa verá a seguinte tela: * 


Mathcad Professional - [Untitled: 1] 
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Para iniciar, clique em View, na barra de menus, em seguida, clique em Toolbars: 
para gráfico, escolha a opção Graph; para cálculo de derivada e integral, escolha a 
opção Calculus; para entrar com desigualdades, escolha Boolean etc. 

Tudo o que você precisa agora é aprender a digitar expressão. Para começar, clique 
em algum ponto da página; no ponto clicado aparecerá uma cruzetinha vermelha. É 
exatamente neste ponto que a expressão a ser digitada começará. Como no Excel, todas 
as operações deverão ser indicadas. No Mathcad, o separador decimal é o ponto. 
Para entrar com expoente, digite ^ (acento circunflexo), como no Excel, só que no 
Mathcad será expoente mesmo. Para entrar com fração, digite / (dividir). O Mathcad 
trabalha com dois sinais para representar o igual: um deles é := (para entrar com este 
simbolo, digite : (dois-pontos)); o outro é = (para entrar com este símbolo, pressione 
simultaneamente as teclas Ctrl e = ou clique no ícone desigualdades e, em seguida, 
clique em =). 


Quando se usa o símbolo := 


Utiliza-se := para definir o valor de uma variável. Por exemplo: para entrar com x = 5, 
digitamos x := 5. 


Utiliza-se := quando queremos definir f(x, y). Por exemplo, para entrar com f(x, y) = x 
+ y, devemos digitar: f(x, y) :=x + y. 


Quando se usa o símbolo = 


Utiliza-se o símbolo = nas equações. Por exemplo, para entrar com a equação x + y = 
5, digitamos: x+y = 5. 


EXEMPLO 1. Entre com a expressão x” + 5xy. 
Solução 
Clique no ponto em que você quer começar a expressão. Agora, digite: 
x^2 espaço +5 *x *y 


para obter 


É +5:x-)] 


Clicando fora do retângulo, obtém-se: x? + 5 xy. 
E 


Observação. Digamos que você queira trocar o expoente 2 por 3: clique ao lado do 2, 
apague o 2 e digite 3; em seguida, clique fora do retângulo para obter x° + 5 - x : y. Para 


substituir, digamos, o 5 por 6, proceda da mesma forma: clique ao lado do 5, apague o 
5, digite 6 e clique fora do retângulo. 


EXEMPLO 2. Determine o ponto de minimo da função 
z=x + 3xy + 4y — 4x — 13y. 
Solução 
Entre com a função: 


Hoy = xrt3 x yt: y -4 x-13:y. 


Entre com as estimativas: 


Agora, digite: 
Minimize (f, x, y) 


de modo que tenhamos 


Minimize (f, x, y) 


Digitando-se =, obtém-se o ponto de mínimo: 
(—1) 
ax» = (7) 
Assim, (71,2) é o ponto de mínimo da função (que concorda com o ponto obtido no 
Excel). 


Antes de prosseguir, observamos que, para entrar com os sinais de desigualdade, 
devese clicar no ícone em que aparecem os símbolos <> para abrir a caixa Boolean. 
Para entrar, digamos, com > é só clicar no símbolo >. 


EXEMPLO 3. Determine o ponto de máximo de z = 2x — y com as restrições x > 0, x + 
y<3ey?x. 


Solução 
x=3 e y=3 é uma estimativa para o ponto de máximo. Digite: 
fx, y) :=2:x-y 
x:=3y:=3 
given 


x>0x+y<3y?2x 


Maximize (f, x, y)=[, = | 


Di 


an 
l. 


i 


Assim, o valor máximo da função ocorre para x = 1,5 e y = 1,5. 
E 


ATENÇÃO. É indispensável a palavra given após as estimativas e antes das 
restrições. 


EXEMPLO 4. Resolva o sistema 


Solução 


Inicialmente, observamos que este sistema é o mesmo que o da seção anterior. 
Vamos apenas determinar a solução próxima de (2, 1). Digite: 


x:=2yi= | 
given 


x +y=3 
+2 xx "y+5:y=4 
! (1.6514? 
Find (x, y)= | 0.2727 | 
Assim, x = 1,6514 e y = 0,2727 é a solução, com 4 casas decimais, que está próxima 
de (2, 1). (Caso queira mais casas decimais, clique ao lado de y, em seguida, na barra 
de ferramentas, clique em Format, escolha a opção Result, escolha o número de casas 
decimais e clique em OK.) 
E 


EXEMPLO 5. Esboce o gráfico de flx, y) =x? + y? 


Solução 


Digite: 


fo y) =x" ty. 


Clique no ícone assinalado na figura a seguir para abrir a caixa Graph e clique na 
superfície verde (ou então, na barra de ferramentas, clique em Insert, clique em Graph 
e escolha surface plot). Em seguida, no pequeno retângulo preto situado à esquerda 
logo abaixo do sistema de coordenadas, digite f, como na figura abaixo. Para obter o 
gráfico, clique fora do maior retângulo que contém o sistema de coordenadas. Com o 
mouse, você pode colocar a figura na posição que desejar. Para outras opções, dê dois 
cliques em cima do gráfico e brinque à vontade. 
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EXEMPLO 6. Calcule [ EA dx. 


Solução 


Clique no ícone integral para abrir a caixa que contém o símbolo de integral 


— DO 


com a integral de modo a obter 


. Entre 


Para calcular a integral, proceda da seguinte forma. Se você quiser apenas o valor 
numérico, digite =. Se você quiser o valor exato, na barra de ferramentas, clique em 
Symbolics, em seguida clique na opção Simplify. Escolhendo a segunda opção, o 
resultado será .'y. (Para calcular limites, derivadas e somatórias, utilize sempre a 
segunda opção, e divirta-se.) 

E 


ATENÇÃO. Para entrar com o símbolo de integral definida, clique no símbolo 
respectivo na caixa ao lado; para entrar com o símbolo œ, proceda da mesma forma. O 
ângulo que envolve a expressão é controlado pela barra de espaço: se ele estiver 
envolvendo somente o último x, basta ir pressionando a barra de espaço que ele 
acabará envolvendo toda a expressão. Para encerrar, vamos exibir alguns gráficos 
construídos no Mathcad. 
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RESPOSTAS, SUGESTÕES 
OU SOLUÇÕES 


CAPÍTULO 1 


1,2 
a) Sim, pois, é contínua. 
b) Sim, pois, é contínua. 
c) Sim, pois, é limitada e descontínua apenas em x = 1. 
d) Sim, pois, é contínua em [0, 1]. 
e) Sim, pois, é limitada e descontínua apenas em x = 0. 
q, 
$) Não, pois, não é limitada em O. al 
T 
g) Sim, pois, é limitada e descontínua apenas em x = 0. 
h) Não, pois, não é limitada em [—1, 1]. 
CAPÍTULO 2 
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3.a) x>1 


b) x<1 


c) ZE 482 
d) x>2 
4. = 
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3x 
1. a) F' (x)= Ê 
1 + xº 


d) F' (x) = 2x sen A 


b) F'(x) = sen e 


e) F' (x) =2 cos 4x? 


c) F' (x) = —cos x 
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2. Crescente em |-c0, -2] e em [0, +oo[; decrescente em [—2, 0]. 


3 al 
plx)=e 2 


4. Sugestão. Verifique que [F(x) — F(=x)]'=0 em [—-, r]. 


[cos m = 1] 


ho | m 


i xX > 
Integrando por partes: Í F(x) dx = pi er a | 
0 l 


l l 
— Í xF’ (x) dx. 
o 0 


CAPÍTULO 3 


3.1 


PRA b) 1 
2 
l 
E). = d) +0 
s 
l 
e) 1 D S 
aa 
1 T 
o El e Al 
) — = 
2s i 3 
| 
D +0 m) 5 1n 3 
x 
n) — 0) 3 
4 
l | 
+00 sea <= l; se «> 
1 
a) 1 b) —— 
4 
— oo d esa 
c) ) 2 
e) 2 P 2 
m 
1 
m= — 
6 
k=-2 
3 
m=> 
2 
3s 3 l 
3 — + 
EET 4 + s? e s? 53 (s — 1? 


3.2 


3.3 


3.4 


1. a) converge 
b) diverge 
c) converge 
d) converge 
e) converge 
f) converge 
g) converge 
h) converge 
) converge 
J) converge 
|) converge 


m) converge 


3.a) diverge 


b) converge 


c) converge 


d) diverge 


2 4 _ | a 
— cos 8 b)-— e! +— e“ 

cos t + sen f E 
5 5 3 3 


CAPÍTULO 4 
41 


2.a) 400 
b) 0,6 
c) 0,12 
d) 384 
4.2 


1. a) F(x) =0 para x < 0, F(x) = È para 0 < x < 5 e F(x)=1 parax>5 
b) F(x) = 0 para x < 0 e F(x)=1-e” para x> 0 
c) Fœ) =% para x <0 e F(x) =1 -+ e% para x> 0 


Ze FA) E A 


——— x real 
m(1+4x4) 


12 E a 
1/3 
E 2. -— 
4.3 
+1 b—a)? 
ta EX)=" e Var(X)= 22 


2 12 
b) E(x => e Var(X) == 


c) Ex=2 e Var(X) = 2 


4.4 
1 (x=50)/4 _ 3, 1 (x=60)/5 3, 
3 | O = eu q =—— Í cun de logo, x = 10 
y27 0 y27 0 
b) x<10 
4. x= P102— M201 para T? + T] 
02-01 
Se de = l [eau 2 No? — etb—u 21202 
du 027 
4.5 
1 Ay 
g(y) = À e 0 + 
3! 9 
3 N ya 
2. f(n y) e (x—uy No? 
g(y)=——— paray>0 e fiy)=0 para y=0, onde f(x) = ——————. 
y ox 27 
4.6 
2. (50,5)! =T'(1 + (0,5) =1(0,5) = Jm 
2 2 2 LR 2 2 2 2 2 2 2 


2n+1Y_ (an-D! j 
mt (n— 1)! k 


4.7 


+0 


+0 
3») EQ) =| e dx e Var(X)= | 2xe* dx — [EGOR 
0 0 


q2 4-7 
ob eoo- e vanx)= 
CAPÍTULO 5 
5.1 
| | | 
À. ax=kt-—e  bix=ke-21-3 c) x= ke! — — cos t + — sen t 
2 2 2 
a | 2 2 t 
d) x= ke —— cost +— sent e)x=e" [k+!1] f x=ke -—5 
== l 2 —9 l , —3x l 1 
g) x= ke +— cos 2t +— sen2t h)x= ke“ +— i) y=ke “+=x--= 
5 5 4 i 3 9 
) — 1 3 p 1 1 
Ds= kt + tel D q=ke '+ NR 31 + —sen 3t m) y= ke — z cosx — SEN x 
2 E E 
| me a T HE 
n)y=ke 3 e o)x= ke 2 +t-2 p) y = ke? La 
“o a 3 nm É e 
q) T= pe! =— r) y = ke” — —cos 3x + —sen 3x s) x =ke +e! 
3 i 10 10 / 


2.  8po, onde po é a população no instante t = 0. 


3. A equação que rege o resfriamento é Z- a(T— 20), onde a é a constante de 
dt 


proporcionalidade. T(t) = 90€eu + 20 onde a = + In 


pa 


to [to 


5.2 


31 —t t 2t —2t 
1. a) x=Ae* + Be b) x=(A+B) c) x= Ae” + Be 
d) x= A + Be” e) x= Ae3! + Be 3! f) x=e™" (A+ Bi) 
Pa pa = . —Sy 
g) y= Ae” + Be am h) y=e “MA + Bx) i) y=A+Be ”* 
. REA | x ERA —3 
D y=4e "6x + BeWóx D x=A+Be” m) x=A+Bt 
1 5 
—f e sd 
n) x=Ae +Be? o) x=A+Be 3 
l 2 l Ls 
2. a) x=— et 4 2 e? b) x=—-— +— e?! o t 
3 3 2 2 E REALE 


3. a)= Ae. fz +B efnt 
b) x= Ae: + Be” 
c) y=4+ Be”: 
d) y =e [A + Bf] 


4. A equação que rege o movimento da partícula 
mi=-2X-xouX+2X+x=0,pois.m=1. 
a) x(t) = e «(1 +1). Desenhe o gráfico. 
b) x(t) = (1 — tje +. Desenhe o gráfico. 


5. xX)-Q-e*+(Q2e-3)e; 


5.3 
3 | 
l. a) a=-2 e b=2 b)a=-—S e b=12 c) A Mid 
2 
DES qe ss e) a=-—4eb=0 f a=-1 e b=0 
15 | | 
g) a=— e b=— ha=— e b=— 
5 13 2 2 
Za) £i b) =—* — i o) —l +i d) -1+2i 
2 2 
e) +wi za = h) +5i 


r 
j 


D +2i D +2 D 2i 


5.4 


5.5 


3: 


. a) e (A cos 21 + B sen 2t) b) Acos MET + B sen N5t 


t 3 3 5 -J3 
cd)e2 (A cos t+ B sen 1) d) AeNS! + Be NS! 


e) A cos 31 + B sen 3t P e (A cost + B sen t) g) e” (A + Bt) 


l — p 
= R = 211 411 
h) A + Be~” i) e (A cost + B sent) pe? E cos E t+ Bsen z | 


D Ae” + Be m) (A + Bt) n) Acos2t+ Bsen2t 
3 p= m 
sot 4/3 y3 | Pa 
o) e 2 auis A p) Acosyat+ Bsenya t 


q) AeV-a t + peoxTa!t r) el [A cos «5t + B sen45 tl se E [A cos 21 + B sen 21] 


.a) x= —sen 2 b) —e * (cost + sent) 


1 — — = 
——t H al j 
c) e 2 [os D+ S a d) —cos t + 2 sent 
2 2 


x (f)=-2sen2t—cos 2t 4. x(t)=e sent 


l. a) AeV3 t + Be 3 t— > cos 3t 


5 
c) Ae! + Bte + Pe 
e) e (A cost+ Bsenf +2 


g) A cost + B sent — tcost 


1 2 
pe RO DA 
3 3 9 


b) Ae t+ Bte "+ a t— a 
2 4 


AAA + 
PA+Be t+ 


lo, 3 7 
h) A+ Bt ++ 144 — 
2 2 4 


j) Acos 31 + B sen 31 + sen t + cosi 


= = 3 4 
D Ae * + Bte" ——cos 21 + — sen 2t 
25 25 


des! dm? 


1 
m) A cos 31 + B sen 31 — qe 3t 


n) Ae! + Be“ + Lre” 


2 | 
p) A+ Be! + cos 3t — — sen 3t 
39 13 


l 


2 


de 


r) A+ Bel + te?! 


1 
2. A cos wt + B sen wt — PE cos wt 
w 


l 
3. a) Zoos 2t — $ sen 21 + Li t 


~ -— o 


c) r, sen 2t 
4 


b 
4 . Xp == > = >» 
3 ( wi w ) | 4 y wW 


Ea 8 
0) Ae” + Be Wc — cos t 


- 


q) A de Det 4! 


5 5 5 
d) —— cos 2t — Eos 2 + Ea 
13 26 13 


- 


3 
E TT [qem Ti wê — w”) sen wi]. 


5. Sugestão. Considere os casos w = wo € w £ wo. 


CAPÍTULO 6 
6.3 


LX ADEALLIAER 2. (1y=(1,-1)+14(2,1)AER 


— el Y = 
3 u=(-2,3) 4. (6)=|>1]+1(-2,3,1 ER 
— — — — 
5. a) u=(2,1) b) u=(—1,1) c) u=(5,2) d) u=(-2,1) 
6. a) n= (2,1) b) n=(3,—1) c) n=(1,3) d) n=(2,-3) 


7. a) (x,y) =(2,-5)+A(1, 1,1 ER 
b) (x, y)=(1,-2)+A(-1,2), à € R 


8. a) (x,y)=(1,2)+A(1,2), A ER 
b) (x,y)=(Q,-2)+M1,3)1€n 


9. a) (2,1,3) [œ y, 2- (1,1, 1)]=00u2x+y+3z=6 
b) (2,1,2): [Œ y, z) - (2, 1,-1)]=0 ou 2x-y-2z=5 


10. a) (x, y, z)=(0,1,-1) +A (1, 2,-1), A ER 
b) (x, y, z) = (2, 1, —1) +1 (2, 1,3), E R 


12. (x, y z)=(1,2,—1) +à (3, 0, —3), à € r (tal reta é paralela à direçãao de 
Au 6,03). 


13. a)? A 7=(5,4,-3) 
b) ña 472,8) 


14.a)? A7 uz) (1,2, 10)=000x=y+2=0 
b) av "IG y z- (0, 1,2)] =00u— 4x+y+32=7 
6.4 


12. 


6.5 


1. 


2. a) 415 b) 414 c) 45 d) 


ta 


R 
os | 7 ” BAS o . 
= ue 2 “> (py = r . 
ul yuy + uz +us = juf = lu I(veja: 
2 2 2 2 2 2 [2 ? 2 [9 z 
Us +43 >05 uf +47 +uz =u > ju, + us + uz = ju; ). De modo análogo, 


=> — 
tem-se: lu I| = | u, lell u Il = | u, l. 


n 


=> > > — > > => => —) — 
«a lul=(u — v)+ viisil u — v + v Il, ou seja, ll u — v l= uwil—I v Il. 
> => => >> - > => => E => > > 5 
9. w=au+Bv > u-:w= u'au +Bv)=a(u +: u)+B(u +: v)=>ucw=a, 
> > a, > > > > 
pois, u + u =l ull =le u + v =0. De modo análogo, obtém-se v + w = ß. 


Sejam a e B dois reais quaisquer tais que a. + B 7 = q. Segue que 7 (ax +B 
= 5.5. r >. > >, > — Z >. 
n) =u" q dă aG y) t PG y) =O e, portanto, a = 0. Do mesmo modo, *, 
— 5. >=. => > ne. = 3.3 - 
(ay tRy) = y " q e portanto, oC) +) + BG + y) =0; logo, B=0, pois. y y = 
0e * y = 1. Fica provado, assim, que quaisquer que sejam os reais a e B, o; 
+B; =p = 0a=BP=0. Portanto, 7 e” são linearmente independentes. 
> > + Hs 
u- v 2 (u - v)y 
17. cos 40 =————,0=0=< r sen 9=1- : 
— — O ui oa 
Wu Il v ll Il u MEM o I4 
en > > > j ; ; 
cê yll u W Ivy IÊ — (u -v y? > u? +u? +u? Mv +v2 +v2)— (uv +u Va +uzv3 )? 
sen 8 = ss TG A 
— > 
We MM y I Il u EM ll 
[ p] Bl ” =? á 
_ N (u2v3 — uzv2)” + (uavy — ujv3)" + (uv, — u2v¡)” Mu A vil 
— — — > ' 
lalo I Wu ly ll 
a) E aberto 


b) Não é aberto 

c) É aberto (conjunto vazio) 
d) Não é aberto 

e) É aberto (conjunto vazio) 
f) É aberto 

g) É aberto 

h) Não é aberto 


2. a) {xy ERK ty <1} 
b) $ 
c) (0, 1); 
d) (( y) Embty>1) 
e) {x y) E Rk =1,1<y<2} 
pe 

7. a) É fechado 

b) Não é fechado 

c) É fechado 

d) Não é fechado 

e) É fechado 

f) É fechado 

2) É fechado 

h) Náo é fechado 


CAPÍTULO 7 
7.1 


ran 
“a 
— 
w 


11. 


10. 


7.2 


b) 


a) 


7.3 


9 


a) -S<t<-lou2<t<,5 
b) = < t < Y. t + 0 


a) 3t + tsent + 2f 

b) (e t, e sent, 2e +) 

c) (t-6,sent-2t,2-—2f”) 

d) (£ sent—2t,6-? sen? —3 sent) 


QE E =?) j 3H 


SOS) If 


= le] id | 
l. a) lim F(t)= | lim 2 “lim 12, lim => 1.0) 
t>1 t=>1 t—l t=>1 t>1 f 2 
— T > — 
b) (3,2,0) co) 3i DO dia 


— > 
2. a) lim [F+ G(t)]= | lim [A (1) + G;¡ (£))..... lim [E (1) + G, o] 


t > tọ t=>t t > to 
— — 
= (a; + bi, a + bz, -ap +b p =a + b 


b) lim f(t) F(t) = lim f A G lim FO EB (D...., lim f(t) E, 0) 


t > tọ t > tọ t > to t > to 


Es 
= (La, La), .... La,) = La 


— — 
c) lim FO A G= lim (F(t Gx (0) — F3 (1) G> (0), F3 (1) Gi (9 — F; (1) G3 (Ù, 


t > tọ t > tọ 


— — 
F} (1) G» (1) — F> (t) G} (2)) = (aby E azb», azb] == aba, ab» = abı) = qd A b 


3. a) (tEen|it>0) 
b) tER|t>0; 


5.4) > — — — E cael d 
IFO GOISUF(OIU Ge lim I EII GA I= 0 Pelo teorema do 
— — sem E y 
confronto, lim | F(t)- G(t) I= 0; logo, lim F(t): G()=0, 
t > to t > to 


6. Como F é contínua em [a, b], |P(£) também será. Segue que |F] é limitada 
em [a, b], ou seja, existe M < 0 tal que FCO! <M em[a, b]. 
7.5 


N 


— — - 
dE (o 2 YEE f q 2 
. a) =r 0 me ; =e ee 


dt um dt a a 
— > 
d F 2p > dF S = 
b) TT ed PA i — (2 sen 1? +41? cos 1? yj 
dt II dt- 96 t 
F E d2 F = o 
c) =5cos5t i i—4sendt j+2€ 2t k;—=-25senSt i —16cos4t j —4e7" k 
dt dt” 
1 N3 7 V3 1 
.a) (x,y,z) = A ay z) +A a | AER 
i 2 2 3 2 2 


b) (x,y) = (1,1) +A 2,1), ER 

(x, y, Y = (2.2.4) +A (-+, As), AER 
2 2 4 4 

d) (xy, 7, w =(1,1,1,1)+4(1,2,1,2,1A€R 


c 


— 


Seja F = (FF, ..., Fn); sendo F(t) = g em, resulta F/=0 em /, para i = 1, 2, 
., n. Segue que existem constantes kı, k2, ..., kn, tais que F(t) = k; para todo t 
em/, (i= 1, 2, ..., n). Portanto. F(t) = k emT, onde k = (ki, k2, ..., Kn). 


— 


. 412 dF > E 
Verifique que z F (t) dedo pai em /, e use o Exercício 3. 


a > f — — 
Sugestão: para ¿=0.11 + (l= Jt © r(W0:r()=t: 


> dr 2 ,2> dv ? 
a) v (t)= — = i +2t jJ; a (= — =2j 
dt dt 
dv > = 
b) v ()=-senti +costj + k Ae eS — sent j 
— — d 
dr > => dv -, -> > -> > > 
c) v (f)= — = vo; a (Ñ) = — = 0 d) v ()= vo + aof; a (D)= ao 
t dt 
9. a) dT aT 
eA — — — — bl > eA >) 
UT(I=1, T(0- T()=1,daí2 ao = (1, OU SEJA, T e a são ortogonais. 
t 


b) Sugestão. “(t) = v(07(0). 


2 


> tê — — — 
12. a) r()= [ef + ¡+21k 


— — 1 — — 
b) r()=(2-cost)i + (sen 211) 7 + (2+1In(1+1)) k 


- 


E l Ej -t 7? ro 
c) r (= z arctg 2t i F =e "DP FEFDE 


7.6 
1 — > 1 — 1 — l > 
l. a) j ire ja || rt] i + ed|j=-i+t+(e-Dj 
0 0 0 2 
To —3 > > > 
O de fa c0) 3i +2j+k 


3. Observe que G0- ( f F (5) ds, ...., f Eo ds) e aplique o teorema fundamental do 
cálculo. 


1.7 


| ” 1 | 9 fe 
1. a) ml+4m? + 1n (27 + 4/14 47?) b) y'5 


m 
T AA AI — | 
c) | y14+ e? dt= |4 | + (cos 9)? sen | dg = 
0 arctg e™7 | sen O 


LE i + 2H 
¡LENA 


= + J2 +r- q1 + e 721 
l1+ 42 
| E 1 +42 a à 
D v3 [l—e ”] e) In = CIENTE —N2 
1 + y 1 + es 
pa pS E 
à 2 
3 2s 3s x s 
6. a) ò (s) =| —— + 1l, —— - 1 b) 0 (s)=| 2 cos —, 2 sen 
13 13 2 
i 5 s S 
c) ò(s)= [cos —=, sen +=, = 
2 y2 2 


E s+ 2 s+/2 s+ 4/2 
d) 0 (s) == ——— | cos | In ——=— |, sen | ln —=— 
y2 y 2 y 2 


CAPÍTULO 8 


8.1 
1. a)l 
b) 3a+2x 
c) 3 
d) 2 


2. a) {x y) E 2 lx+-2y) 
b) E 


ta 


. a) b) 


e) H) Ixl-lyl=0S-Ixl=ys=<lxl 


fx, y) = ax + by, onde a e b devem ser determinados de modo que A1, 0) =2 e 
f0,1) =3. Tem-se a = 2 e b = 3. Assim: flx, y) = 2x + 3y. 


a) homogênea de grau zero. 


8.2. 


b) homogênea de grau 2. 
c) não é homogênea. 
d) homogênea de grau —2. 


AO, o A 1 3 5 
A 443, 4) = ¿A DA E IN 
6. a) f(443,4) E a >] sy | ; +] 645=32 A 
(S) E) -d E-E 
2 A e E E 
b) f(0,3) =32f(0, 1) =0 
[9 249 Xx y ES 2 
FIERA e ore LEE 
yE ty quo + é 
a) 1-12-y=co0uxr+y=1-c(c<1) 
z 
c=0 
1 
c=1 x 


b) x+3y=c 


(otsene que 


c) 


4x? +y?=c 


paraboloide elíptico 


d) As curvas de nivel são circunferências com centros na origem. 


X 


e) As curvas de nivel são retas paralelas a x + y = 0. 


£ 


X 


f) As curvas de nível são as circunferências x? +y? = 1- c?, com0<c<1. 


O gráfico de g é a parte da superfície esférica x? + y + 7 = 
correspondente a z > 0. 


l, 


N 


X 


g) Y =ce(0<c <1); x=- 


y z 


x 


i) As curvas de nível são as circunferências x + y? = œ, c>0. 


X 


jJ) y =x éa curva de nível correspondente a c = 0. Para c > 0, a curva de nível 
é o par de retas y =x + Je ey =x— xe. 


l) As curvas de nível são as elipses x? +4y?=1=c*(0<c<1). 


z 


1 


E 1/2 


Xx 


; x . E 3 | 
m) As curvas de nível são as circunferências (c= x +y=1- 


bs 


X 


n) As curvas de nível são as circunferências “ +y = tg e 


© 

Ih 

e 
bla 
_— 


o) As curvas de nível são retas x = c (c > 0). 


2. ajx-2y=c(cEn) 
b) == y=c(x-2),x42 


y 


Imagem de f= R Imagem de /=R 


c) I+o)y=(1-co)x(cER) 
d) c(y-1)=x(c€n) 


Im: =R 
Imagem de /=R id 


e) xy=c(cER) 
f) x-y=c[(cEn 


c<0 c>0 


c=0 


Imagem de f = R Imagem de f = R 


g) 4x) +y =c(c>0) 
h) c=3x — 4xy + y 


Imagem = [0, + «[ y= + ya? +c (cER) 
Imagem = R 


i) cy =(1-c)rx*(0<c<l) 
Sec=0,x=0 

J) Sec=0,x=00uy=0 
Se c +0, y -1Ev1 40 r 


Ir 


Sec #0,y = A 


“x Imagem = | +, 1 
a E magem = a 


Imagem = [0.1] 


c=0 


4.a) f(1,1)=3€6€0 valor mínimo de f. Não admite valor máximo. 
b) Náo admite valor máximo, nem mínimo. 
c) Zero é o valor mínimo de f; este valor é atingido nos pontos (x, 0), x > 0, ou 
(0, y), y > 0. Não há valor máximo. 
d) Valor máximo: 1; este valor é atingido nos pontos (x, 0), x £ 0. O valor 
mínimo é zero, que é atingido nos pontos (0, y), y 0. 
e) f [+ 5) -5 é o valor mínimo de fem 4; f não admite valor máximo em 4. 
f) 2 é o valor máximo, que é atingido em (0, 0): A0, 0) = 2. Não há valor 
mínimo. 
i 27 =|- é o valor mínimo. 


(Sugestão. (x)= x41- 4x? ,-— 


i 3 | 
8) -—— —|-- é o valor máximo; -7 
WAPA 


to | — 


<=r=1, fornece os valores de f sobre o 
conjunto 4x? + y*= 1,y>0.) 


5. a) f(0,0) =3 é o valor mínimo e f(2, 0) =7 o valor máximo. 
b) (1,3) =4 é 0 valor máximo e f(0, 0) = O o valor mínimo. 
c) RA, D= -1 é o valor máximo e f(0, 2) = —2 o valor mínimo. 


li 8) 


d) K3, 0) = 0 é o valor mínimo e y (1 ; Š] -£ € o valor máximo. 


(3,0) 2 =Cmín. 


6. O que se quer são os valores máximo e mínimo de z = (5 — £) (4 + 3) em [0, 4]. 


Altura máxima: 24. Altura mínima: ES 


b) Ponto de mais alta temperatura: 


45 245 aaae a 
2 £ [Ponto de mais baixa 
5 5 
i : 4,5 245 
emperatura: | — ,— 
e Es 


1. a) É uma esfera de centro (0, 0, 0) e raio 1. 
b) É o semiespaço abaixo do plano z = 1. 


CAPÍTULO 9 


9.1 
1. aJ0 
b) Náo existe 
c) 0 


d) Náo existe 


e) Não existe 
f) Não existe 
g) Não existe 
h) Náo existe 


5. Não existe. 


6. De!” e(u) = L segue que para todo € > 0, existe 3, > 0, tal que 
0< |u -a| < ô = lgu) - L| < € 
De ay EA wo J@&y) = a, segue para o 0; > 0 acima, existe ô > O tal que 


0 < ey) = (xo, yo) < è = fy) — al < 61 


Como a É Dg e Im f C De, resulta f(x,y) + a para todo (x,y) € D; Assim, 


0< lx, y) — oy l< 8> 0 <If&, y) -al< ô. 


De De: 0 < lx, y) — (Xp, Jo) 11 < 8 => lg (x, y) — Ll< e. 
7. 1 
8. 0. 
9.2 
1.a) Y 


b) ((x7) € p212x"+3*< 6) 
e) (xy) Em 1x> y; 

d (xy) Emlx+y<1) 
e) (xy) € R | (x,y) + (0,0); 


f) R 
gp = 


É contínua em (0, 0): lim 


Seja B = ((x,y) € g | f(x,y) < c}. Precisamos provar que para todo (xo, yo) € B 
existe uma bola aberta, de centro (xo, yo). contida em B. Como f é contínua em 
(Xo, Yo), tomando-se E > 0, com flxo, Yo) + E < c. existe r > O (como A é aberto, 
podemos tomar 7 de modo que a bola aberta de centro (xo, yo) e raio r esteja 


(x, y) > (0,0) 


contida em A) tal que 


e, portanto, VC B; logo, B é aberto. (V é a bola aberta de centro (xo, yo) e raio 


| Œ, y) — o, yo) | < r > f, y) < fo yo) +te<c 


r>0.) 


CAPÍTULO 10 


10.1 


c) 


of O 
—-= Mi y” + y 
dx E j 
dz 
— = —y sen xy 
dx 

9 y) 
o x*+3x y! -—21y 
Ox la? + yy 
of O, NS” 
— =-Iye WO) 


(x, y) > (0, 0) X 


2 


X- 


7 > 


+ y 


of = My + Im? 
dy i E 


- 9 
dz 2x%y(-—x) 


TE MA AE 
dy BEYI 


= 0 = f (0,0). 


dz 
e) — =2x In (1 + x? + y?) + 
x 


2x? 


— E 
1+ x2 + y? 


dz _ 2xy 
dy 1+12+y 


== =3 (dy — 3yY (4x — 992) + 5 


2 2y [1 + In Q? + y] 


of 2y 
RI + y? +3) 


y Y px -— y) — e &'(x— y); logo, 
y 


f ME A e 
dx 
of 32 
2 = 12y (40-397 + 109 
g) dx 12y (4xy — 3y Y" + 10xy e 
h) dz _ E y x 
dx xº+yº 
A e 
dx ` 
D -xitan +y) e 
dx ; 
2 
"E-i FONE e 
dx YJ + y? +3) 
a Oz _ sen y [cos (x? + y?) + 2x? sen (x? + y?)] 
dx [cos(x? + y y 
dz _ xcos y cos(x? + y?) + 2yx sen y sen (x? + y?) 
dy [cos(x? + y?)]? 
3.a) 4 
b) -4 
6. 9P__MBT ¿ dp _nR 
ƏV y? dT y 
T, E =0 y é 2 
OZ... OT y 
+—=08 H$(1- y) = 2. 
dx ð id ; 
10. ELE. ¿EZ 
dx  xy+32 dy xw+322 
13. (Eve E) 
x x 
15. Larry e Ly yr 


dx dy 


16. of = E e of = 2ye Y 


18. 40) =La + y?) 


1 
19. Py — 6xy + = In (1 + y) 


S ER e, 
20. eE E AAA y) = (0, 0) af (0, 0) não existe 
x te rr Ox 


of _ 4x?y? +2y% — 2xy 


dy (x? + y?) 


— se (x, y) + (0,0) e 2f 0,0 =0 
dy 


1 
¿E 2 32 | 2 2 
——= A AE xr +) y sex +y <i 
a | E = 
0 sex +y >il 
(===) 
—7y TE 
2 E yE 2 2 
A E AS 
ado =p" 
E 2 se 
0 sex +y 31 


23. a) z( =f, Y =2É 
b) } 


c) œ y, z)= (1,1,2) +A (1,1,4), Em 


d) Verifique que (1, 1, 2) pertence ao plano e que y' (1) é ortogonal ao vetor 


OR 
= aD, Fy CD. 1) 


Observe —— (1, 1), — (1, 1), — 
(Observe quel (1,1) Jy (1,1) 1] 


é normal ao plano.) 


24. 


25. 


29. 


10.2 


0) = œ MY + Y OF = 2 (A =2x (0) x (0) + 2y (t) y (t). Segue que y' (0) = (x 
(0), y' (0), 2x' (0) + 2y' (0)). Verifique que (1,1,2) pertence ao plano e que y' (0) 
é ortogonal a 

(a f of 


EDS, -) 
(Ox 


O plano determinado por T, e Tz passa pelo ponto (xo, yo f(xo, yo)) e é normal ao 
vetor 


j k 


of > CE- > 
tt A mA —— (a. Vi = 0 E d ; 
yiOw Les Y2 Up) 0 l ðv o. Yo) EF tra Yo) ET of (Xo. Yo) À k . 
s dx dy 


7) 
o Lea) 
dx 


A equação do plano é então: 


of (xo, Yo). — af (Xo; Yo). — “LO, y, 2) — Co Yo: f Co: Yol = 0 
dx dy 
E E E: of 
ou seja, Z — f (Xo Yo) =— (Xp. Yo) E — Xp) + — (o. Yo) O — Yo). 
dx dy 
a) (0,0) 
b) Náo há 
/ l \ 
c E 
) (7°) 
d) (1,1), (1, —1), El, 1), EL —1) 
E E 
e) (1,0, (2 2 2) a o 


f) (0,0) (1,-D)e (El, 1) 


Gi r WE Gi = 
1. a Large AE AA AZ 
dx y dz 
y) 

b) ma y dw_ xil é dw XY 
dx ¿4x arcsen E. 7 A EE! ə x izl [2 E 
e P TR y K LING y 

o Ot) w  xixto) WAY) 
dx (a+y+22 dy (uty+o? d  (a+y+2? 
p 

d) C E E +2), E yo E E +22) e 
dx dy 
d 
Y oaar +22) 
dz 
ds 2x? de dos: dijes LON 2xyw 

e) — =w =s s r that +y* tz tw”) ES, ERE. A SMS A. 
dx EE RERI Y a a te 
ðs 2xzw ðs 2w? ES bd dia 
A AO A — —s as tinh ty +z“ tw) 
dz ER RECTA AM e retas 


4.0) E yD =fat Pri de: SE (1, = 16 


a) 4 
b) 8 


6.a) 8 
b) 8 
c) 8 


CAPÍTULO 11 


11.1 
l.a) Eh b=fa+hy+k -fa y) — SL (x, y) h -4 (x, y) k = hk. Então, 
E(h, k) : k 


im a e im T 
(h, k) = (0,0) ICA, DID Ch, k) — (0,0) y h? +k? 


Portanto f(x,y) é diferenciável em todo (x, y) € x2, ou seja f (x, y) = xy é uma 
função diferenciável. 
1 | h k _ hy + h?ky + k?x? + hoy + hk2x 


d) E(h, K) = ——————- —— + +— = == 
(CFIMPEK) TY xy ay (x + hy +K) x*y* 


EAD è | h?y? + h2ky + k2x? + hkxy + hk?x 


er a R e A [2 2 
Ch k)= (0,0) ICA, YI (4,49>00,0) (x + Ay + k) xºy y? +k? 


pois, 
y Dy 
l 1 a h*y? 


lim E A A O IT lim —— 
(h, k) (0,0) (x+h)(y+Kk)x%y2 xy" (h, k)—> (0,0) yn? +k? 


E h . k 
= lim hy? -~ =], lim h?y —— == () etc. 
Ch, k) — (0, 0) qh? +k? (h, k) => (0, 0) vh? +k 


1 
Segue que f é diferenciável em todo (x, y) # (0. 0), ou seja, f(x, y) = xy é uma 
funcáo diferenciável. 


2.a) ,"™, ft,0) = 1 e "", £(0,t) =-1, logo, f não é contínua em (0,0), portanto, f não 


1>0 1>0 


é differenciável em (0,0). 


Elh, k 
b) im 2 
(h, k) => (0,0) 1 (h, k) Il 
f O+ h, 0+ k) f 0, 0 -2E 0,0 h -2E 0,0) 

> dx dv 

= lim - E s 
(h, k) — (0, 0) yh? +k? 
h?k A 

h? + k? l ~” kk i 

= lim = = lim 2 Á————— 


(h, k) — (0, 0) Jh? + k? (h, k) > (0,0 (h? + Rh? +k2 4 


G (h, k) 
y Leds á | Ê i 
não existe, pois, lim G(0,k=0e lim G (t, t) =—. Portanto, f não é diferenciável 
k>0 150" 242 
em (0, 0). 
ht 
c) TESS 
E(h, k) , FRE 
im o lim Dr = 
(h, k) — (0,0) WA, K) Ch, k) — (0,0) yh? +k? limitada 
0 e SN ane: +: a 
: hº Es hos 
= lim ——— = lim fis .—— = 0 
(h, k) — (0,0) (h2 + k?) h? +k? (h, k) => (0, 0) 


9 9 f 
AERE qn? + > 


Portanto, fé diferenciável em (0, 0). 


11.2 


La) EE A i Ea > : 
dx dy são contínuas em «2, logo f é differenciável em ;2, 


ou seja, f é uma função diferenciável. 


2.a) fnão é contínua em (0, 0), logo, não é diferenciável neste ponto. Em g? — {(0. 
0)! as derivadas parciais são contínuas, logo f é diferenciável em todos os 
pontos deste conjunto. Assim, 2 — {(0, 0); é o conjunto dos pontos em que f é 
diferenciável. 


b) Em g? — (0,0); as derivadas parciais são contínuas, logo f é diferenciável em 
todos os pontos deste conjunto. 


Em (0, 0), 


E(h, k) h? +k? , — hk? 
| a lin E = lim O 
Ch, k) = (0.0) 1h, k)ll (h. k) = (0,0) yn? ye k2 (h. k) — (0. 0) (h? + k2 Jh? $ k2? 


não existe, logo f não é diferenciável em (0, 0). Assim, IR? — {(0, 0)! é o 
conjunto dos pontos em que f é diferenciável. 


c) R? 
d) R 


11.3 


1.a) z=4x+2y- 4; (x,y,z) =(1l, 1,2) +A (4, 2, -1) 
b) z=2y- 1; (x, y, z) = (0,1,1) +4 (0, 2, —1) 
c) z=-8x + 2y + 8; (x, y, z) = (1, —1, —2) + à (—8, 2, —1) 
d) z= 9x — 8y; (x, y, zZ) = (2, 2,2) +à (9, —8, —1) 


| | 
e) 47 = 2x — 4y + (7 — 2); (x, y, D) = (2,2%) + 21.1) 
Vo ag 2 
i l 11 
f) 42-22 +2y-1:(,9, 0 | = I+A 1) 
i i 4, cd. 


l 
a 


2. x+6y-2z=3 


5 
3. zZ=2x+y-— 
” a 
4. Lan-2e Lan-1 
dx dy 
2 f 2 ) 
5a) Mas== q bam 2 


dx 3 dy 


b) (x y, 2)= (1,1, 1) +1 (2, 1,3) 
8. z=2x+3y+3 
9. z=6x+6y- 18 


(1+ a? + by) 
11. a) Mallo TE RAS 


24ab 
y) lat 
2 2 
12. 2=242y e 2=-2y2y 
Xac? y „2 
14. Em = o =) — me (y — Yo): segue que 
i a“ zo b“zp 
É ES EN e E + E a Yoy 4 o 
E a” a? b- be 
ou seja, 
Xox Voy ZoZ E x2 y z - 
Ds dp DE l, pois + 4-1 
a” b* ES po BS “E 
dz dz 
Observação. As derivadas parciais Jx əy foram obtidas diretamente da 
: e z 


a a a Tita l. 
equação Z tp +02 


11.4 


1. a) dz=3xy' dx + Xy dy 


Y x 2x 
b) dz = arctg (x + 2y) + ————_— | dx +t—————— 
1 + (x + 2y)* 1t +29)" 


c) dz=y cos xy dx + x cos xy dy 


d) du=2se* Cds-2te dt 


2 2V 
P dp + 


+ —— ~ dV 
IEP ETS 


e) dT 


f) dx 


1+ p? +V? 


u 
du + ———— dy 


[ 29 | 29 
yl — uty* A a 


2.a) Az = dze dz=(e Y +2x?%e* Y dx—2 xy e” dy. Fazendo x= 1, y = 1, dx 


= 0,001 e dy = 0,002, resulta Az = 0,03 — 0,004, ou seja, Az = 0,026. 


b) Para x= le y = 1 tem-se z = 1. Assim, 1 + 0,026 = 1,026 é um valor 
aproximado para z correspondente a 1,01 e 1 002. 


22:43 
b) 2,9966 


—0,1 0,01 : 
E TE ou seja, Az = —0,049166 


c) Az= 


4. A=xy; dA = y dx + x dy. Assim, AA = y dx + x dy onde x = 2, y = 3, dx = 0,01 
e dy = —0,03, ou seja, AA = —0,03. 


5. V= nrh é volume do cilindro de altura h e raio da base r; dV = nrh dr + nr? dh. 
Sendo AV o volume do material utilizado na caixa, AV= 2xrh dr + ar” dh, onde 
r=1,h=2, dr =0,03 e dh= 0,03, ouseja, AV = 0,157. 


6. AP=-—S watts. 


> 


7. AV= A nrh dr + mr dh, onde r = 12, h = 20, dr 0,1 edh = 0,2. 


8. (1,01)?% = 1 + dZ; onde dz é a diferencial de z = x”, no ponto (1, 2), relativa 
aos acréscimos dx = 0,01 e dy = 0,03. Ou seja, (1,01)? = 1,02. 


9. Az = dz onde dz é a diferencial de z = yx? + y?, no ponto (3, 4), relativa aos 
acréscimos dx = 0,01 e dy = —0,1. 


11.a) dw = yz + xz dy + xy dz 
b) dx=e***"* (2 du +2 dv — 2t dt) 


2x 2y 2z(x? + y? 
c) dw = dx + — dy m dz 
I+ l + 24 (+22 


5 
a 


d) ds =2xyz (1 + x7! dx + (1 + x°)” In (1 +x) [z dy + y dz] 


12. (0,00? + (3,02)? + (3,97)? =5 + dw, onde dwé a diferencial de w = Jx? +y +z, 
no ponto (0, 3, 4), relativa aos acréscimos dx = 0,01, dy = 0,02 e dz = —0,03 


„(0,012 + (3,02)? + (3,97)? = 4,988. 
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1.a) (2xy, x°) 
b) e Y (2x7 -2y 1) 
o 6-3) 


y Fy 


2.a) xi + yj +zk 
Jx? +y +2 
b) (2x, 2y, 2z) 
O) (x2 (È +y e, 2y È +y 17, 220 +y? + 1) In G? + y+) 


JE 


a 
ty +) 


3. VÍ y) = (x, — 2y) 


a) VfA(1,1)=2 6-25 


4. yv (xo, Yo) = yo F — Xo 2. Observe que V f(Xo, yo) é normal a xo 7 + yo E :V 1(Xo, 
yo) é tangente em (xo, yo) à circunferência x? + y’ = 1. 


(Xos Yo) 


Y fiXa Yo) 


Observe, ainda, que para todo (xo, yo) na circunferência x? + y? = 1, || V£(xo, yo) || 
= 1. 


5. Derivando em relação a t os dois membros de (x(t))? + (y(t))? = 1, resulta: 


2x(t) x (t) + 2y (t) y (t) =0 


Y' (ta) TIo Yo) 


Para t = to, (2xo, 2yo) © y' (to) = 0, ou seja, Ví(xo, yo) © 6" (to) = 0. 0(t) = (cos t, sen 
t) é uma curva cuja imagem está contida na curva de nível x? +y = 1. 


7.a) f= (x, y) = (y, x) 
b) f = (x, y) =x* * In2(1,—1) 


z a. Ta 2: 
c) FUN (12 TB o S z] 
y y y y y 


11. b) V f(xo, yo, Zo) * [(x, y, z) — (1,1, 1)]=0 
c) 2,8, 18): [(x, y, z- (1,1,1)]=0 


CAPÍTULO 12 


12.1 


1.a) 9º cos 3t 
b) —4 sen t cos t 
c) 0 
2.a) 3SÉ (x, 2? - ptu 28 — 1) 


b) 1 


3.a) 2 uL (2, 31) + e, 31) 


Gi y d 
b) 3 cos sul (x, y) — 2 sen não, y), onde x = sen3te y = cos 21 
; dy 


> 7) n 9 
4. ule am +r2r 2 32 3; faça agora t = 1. 
Ox dy 


6 
b) 2-Z=-—"4-9+2y-1 
) 4 6 


x=2 cos t, y = sen t é uma parametrização da elipse T +y=1. Basta mostrar 
que g (t) = 0 4 em g, onde g (t) = f(2 cos t, sen t). DURE que a função g 
fornece os valores de f sobre a elipse dada. 


7 d ð dy 
8. yozan Mer O= La, vt ayya? 2.0)e 


dy di 
y (1) = (2, 1,3). A reta tangente é: (x, y, z) = (2, 1, 3) + A(2,2,0), A E R. 
dz d 
10. SE E + 2y; u? — y) + 2u Y qu + 2, a? — y) 
du x dy 
dz Gi G 
— =2 — (x, y) -OF y y), onde x = u + 2ve y = o 
dv dx dy 


14. Eyre)? Yee t) + 3t Pf pe PB) 
dx dy 


16. 77 fG)x=u—vey=u+ v. Então: 


E jayra ysa »] e 2 L yta y] 


dv dx 
Portanto, 
PEL INPE o Ri 
u dy 


18. — £ fa g OD] -Zo of 2x g 009) + (120) 2 (0=0 


19. ON 
Y (0=(1,f Oef (1) = — 2E N equação da reta tangente é: 


dg 
= (£ f (0) 
ay. d 


&, y) = (0,1) +å (1, “DER. 


= 
20. E je (x, y, g(x, DI = 2 101; SL y, gx, y) +f o, y, 2(x, y) DE 0, ou seja, 
dx dx dx dz dx 
La y, g(x, y) 
22 y) = Er então, 28 (1, 1) = 1:28 (1 p=- L. 
y (x, y, g(x, y) 5 dy - 


A equação do plano tangente Ea Mtz 3= == 1) -0 =p. 
0 
af 9x ¿ISO (3,01 02 91,05 02, 
ox dy dx dz dx dx dz dx 


E n 
Observe: Zira y, elx, IM 


21. m6 “La y, o+w2L q y, y+2 2 (x, Jondex=3P, y=Pez=e" 
a) 8 ox dy dz 


b) g (0)=8. 


= (x? +r2y2-p | 


4 


22. ay =f0?+y,2y,2x-y)+x [a Lie, y, 2y, 2x— y) +2 


pi Pp Ed N 2y,21—y) +42 Li 
dy dx 


(E + xy) -2f q? +y,2y,2x—y) | 
dy a 


> 
o 


Observação. Poderia ter feito g (x, y) =x f (u, v, w), u=x +y, v=2y e w= 2x 
— y. Teríamos, então: 


df du df dv df aw] 
ðw dx 


y 
~ = f(u, v, w) + x 
dx / E dx dv dx 


30. 
fæ y)=ọ E ) onde q (u) é uma função diferenciável qualquer. 


d 
32. Para cada (x, y) mi (tx, v| ga f(x y 
t= 


ou seja, 
ger (0, 0) + y == (0, 0) = f (x, y). 


EF 
Es eoi y — 


12,2 
r F ; 
À. Seja F(x,y) =y + xy +17 — 4; Fédeclasse C! em R?,F(0,Y4)=0e ar (0,3/4)+ 0. 
Pelo teorema das funções implícitas, a equação define uma função y = y (x) de classe C l num 
2 
intervalo aberto 1 contendo 0. AP E sa , 
dx I +x 


2 a) Seja F (x, y) = x°y + sen y — x; observe que F (0 0) = 0 e que 


F dy 2xy —1 
ZE (0,0 GE E 
dy dx x“ +cosy 
dy 2x? + 4x7 
b) LATA 
dx 4y? + 2x2y 


3. a Seja F (x, y, D = e +Y +E + xyz — 1; note que 
e PF Oz ECA Te ¿A ER 
tt 4 xy “ay exty+2z24 xy 


F(0,0,0)=0 
dz “9x 
E We z 3y? 
b) dz _ à 1 4 y 1 
dx 3221 dy 3z“ —1 


1— 2x 2F (x? +y, y?) 
du 


D- 
dx DE dy y + atty, y?) 
v 


b) y=xez= Ji — x? 


u. amas en E AA | 
dlu, v) y| _ i a 2i 
a(x, y) o dv i SS - x ( x J ) 
dy 
11l.a) 2(x-— y) 
b) —2xy» 
c) —2[s + 3r] 
d) 2-9 + 2s] 
d d dx dy 
12. a) Ju o= 09) Pe” sa 


b) dg df dx Of dy Of dx 22 |Z- 
ğu dx w dy du dx ðu dy 


13.2) LS 


e A a d 
ðu Ux? —-y?) du Mx? —y?) 


| A Re | Py EE 
b) DO sir qu — 2 PENA id is 2v 


2 k p 


15.a) 2X "+? 


ğu u—?x 


b) u — «¡dv — 3u? |u + dv — 3u? 
a N E Y 
x = —— e y = 1 ———— 


2 Y 2 


CAPÍTULO 13 


13.1 


1.a) (xy)=(1,3)+12€ y 
b) y(t) = (vio cos t, vio sen t) 


2. Reta tangente: (x, y) = (2, 5)+ A (~ 2,5), 1 Ep 


Reta normal: (x, y) = (2, 5) + À (5,2), àA € g 


3.a) =(4,2) -[(xy]—(1,2)]-0y—-2=-2 (x-1). 


4. 


5. 


b) y=-4x+3 


y=-—2x +3 ouy=-2x-3 


4 4 
y-2=-—(x-Douy+2=-—(x+ 1) 
5 5 


6.a) f(x, y) = q(2x — 3y) onde q (u) é uma função derivável qualquer. 


b) f(x, y) = p(x + y) onde q (u) é uma função derivável qualquer. 
c) f(x, y) = p(x— y) onde q (u) é uma função derivável qualquer. 
d) f(x, y) = (x? + y”) onde q (u) é uma função derivável qualquer. 


fx, y) = p(x+ y), com q(u) definida e derivável em g, satisfaz a condição 
of “9F 


Jx ¿y Determine uma q (u) tal que ọ (2) = 3, ọ (0) = 1 e ọ (1) = 2. Por 
exemplo, tome q (u) = au? + bu + c e determine a, b e c para que as condições 
acima se cumpram. 


f (x, y) = ọ (2x + y), com q (u) definida e derivável em g, satisfaz a condição 
af =2 af . . 

ox ` əy Para que o gráfico de f contenha a imagem de ô é preciso que q (3t) = 
2 a u? Da 

t. Basta então tomar “5 A função f(x,y) = 9'* ” resolve o problema. 


Seja F (x, y) = x? + 2y”. Vamos determinar $ de modo que, para todo t, ô' (t) = V 
F (ë (©), ou seja, ¿ = 2x e y = 4y. Assim, x= kı e” e y = k e“. Para que a 
condição inicial ò (0) = (1, 2) se verifique devemos tomar k = 1 e k = 2; ò (t) 
= (e*, 2e*) intercepta ortogonalmente todas as curvas da familia x? + 2y = c e 
passa por (1, 2). 


x + 2y? =c 


10 Br 


dy ET 


Seja F (x, y) = xy. A função y = y (x) deve ser solução da equação — = + OU seja, 
E » - x “ e dx ULA 
dx 
dy x : 2 
2 —Z Assim, y =x +c. 
dx y ; 
a) y=x 
b) y= y 1? +3 


13.2 
1. a) Plano tangente: (2, —6, 8) : [(x, y, z — (1,—1,1)] =00ux-— 3y + 4z=8. 


Reta normal: (x, y, z) = (1, -1, 1) + ọ (Q,-6,8), q € p. 
b) Plano tangente: 6x + 3y +z=09. 
a L.3)+1:06,3, 1), AER. 


Reta normal: (x, y, 7) = | 


c) Plano tangente: x — y + 4z = 4. 


Reta normal: (x, y, z) = (2,2, 1) +0 (1, -1,4,9 € p. 


| | 
2. z-2 —(x— 1) —-—(y—1) o x+y+ 42 = 10. 
4 4" i 


11 


11 
3. x+y+2=—0Ux+y+2=-— 
6 ij 6 


3 É > ») > aeath mpr 
(Sugestão. Seja F (x, y, z) = x“ + 3y* + 22”. O ponto de tangéncia (xp. Yo» Zg) deve satisfazer 


: 2 2. 11 
as condições: xå + 3yã + 277 = E e V F (xo Yo 29) = A (1, 1, 1), para algum A.) 


4. x+y+42z=2. 
> (x,y,z =(1,1,1)+ọ (2,1,1), p E 


6. a) (x, y, Z) =(1, l, 1) +Q (1, =|; 1), (0) € R: 
b) y(t) = (4/2 cost, 2 sent, 1). 


pa - 


7. a) (x, y, Z) =(0, l; 0) +Q (1, Y, 1), Ọ € R: 


| | 
b) Xx=-cost,y = sentez = | — —cost — sen t. 


8.a) F(x,y, J =X ty -yz +8. 
b) x-7y- 16z=-28. 


9. -—5x+16y-9z=0. 
10. x—2y+2z=7 oux+2y+2z=7. 


13.4 


1.a) = 


[N 


b) - 


2 


c) 0 
d) v2 


2.a) 3i+3je-3i-3j 


3. 2 | 2 ] 
La n=uvrani- | 
du o 


6.a) (1,3) 
b) 242 


7. x=e“ey=2e”,t>0. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


y (0 = (t,t? +3)t>1. 


V f(1, 2) = (2, 1). Seja S(t) = (1 +2t, 2 +t, 1 + 2t, 2 + t)). A tangente em ô(0) 
=(1, 2,f(1,2)) é a reta procurada: (x, y, z) = (1, 2, 2) + (2, 1,5), € p. 


(x, y, z) (1,2,4)+9(1,2,5) 


Seja P' a projeção de P sobre o plano xy; P' move-se sempre na direção e sentido 
de máximo crescimento de f. Sendo (x (t), y (t)), uma parametrização para a 
trajetória de P', 6 (t) = (x (t), y (t), z (t)), onde z (t) = f (x (t), y (t)), será uma 
parametrização para a trajetória de P : & (t) = (tÉ, t, 48 + t^). 


(0, q3). 
(Sugestão. Aproveite a solução do problema 8.) 


y (0) =(4, 4, 5—t,-4tg),0<t<1. 


a) 2+2y=17 
b) -67-8 Í 
e) 0,1°C 

d) 0,08°C 


a) £ 


= 
5 


b) 2 


5 
a) ¿13 


CAPÍTULO 14 


14.1 
2 2 2 2 
1. a) EL 62, EL os, EL a y a. EN -ia 
dx dy” dx dy dydx 
E 2_ y 2 2z 22 2 
b) E - => E Y (1 T A to ), 2 = —4xye* Y = q e 
dx” dxdy dydx 
o 


=2e"-Y (2y?—1) 


dy? 
c) Tr 140 20 * D E 92z 
ax? (+x? +y) dy? (d+x+yP  9x0y 
—4 xy 92z 


(+? +y? ðyðx 


d) 28 - un, DE 190 y? + 6y, 


11. -- 


14. a) —4xy sen (1? — yy 
b) 0 


14.2 


2 
1. a) no La, y) + cos i (x y).x=Pey=sent 
dydx 


2 2 
b) a. 395 ar, 2) +2 -L (31, 20) 
dx dx? dy dx 


2 2 
c) ure, 21) + 2—— zi 6 21) + 5| 3 cos 3t Es (sen 3t, t) + E f (sen 3t, t) 
dx? dy dx dy dy 


2. 2(0=f(,y).x=5te y =4t; g' (1) = 5 La, y) + = (x, y). Então: 


2 2 2 
E) =252 La, y) + 40 —— a É (x, EPE te Ly): 
dx? axy dy” 


9. f(x, y) = 0, onde y = g (x); Lya y)] = 0, daí, 
x 


of 
of of dá A 9x +» 
(ty)t—(Ly)-— =D oq —= 
J dy "dx dx OL xy 
dy 


£ a a v) or vs E df v) 
dºy “|dy dx dx x 


dx? yy 
(5) 
ZL (2L) -2241 2f Ta] 
= ox loy) ox dyoxoy ay (əx 


r 3 
(55) 
Oy 


10 b) f(x, Ù = ox + f) + 0(x— f), onde q (v) e 0 (u) são funções quaisquer, deriváveis até a 


ea i 
2º ordem. Observe que g (u, v) = y (v) + 0 (u) satisfaz è 0. 
dv du 


CAPÍTULO 15 


15.1 


1.a) (23) - 1, 1) = V i, 1) = V fG, 5) -I2,3)-(1, DI, com (F, 5) no 
segmento de extremos (1, 1) e (2, 3). Assim, (x, y) é solção do sistema 


12 = (4x, 3) - (1, 2) 
2x-y=1com1<x=<2 


3 
Então. (x, y) = (5 2) 


15.3 


1.a) fx, y) =3x y -5x +y+k 
b) fx, y) = sen xy +x’ -xy + y? +k 
o) fx, y)=ex*y +arctgy+k 


2. (0 sy -x +y o 


i | 2 > LS 
3. fay =—In(1 + +y)+—e% +—. 
JU, = y = > 


e J > p] d » y 
4. Não. pois. L +y + DALE -y +N. 
£ pc 1S dy 3x h 


í X m 
5 pı (x,y) = —arctg— + —. 
º $ 7 y 2 


e 
6. œQ, y) =arctg=+ r. 
N xX 


7. [meži se y >0 
e (x,y) = y Ñ 
d 
| arctg— + 7 se x<0. 
l X 
8.a) o. N E 
Sim, pos admite função potencial p(x, y) = 5 "5: 
9 9 
b x :¿ — (y) #*— (1) 
) Não, pois 9y — gx 


c) q(x, y) = xy +)” é uma função potential, logo, È é conservativo. 


«logo é conservativo. 


d) Admite função potencial q (x, y) = 
BR 3 
TE da a 


e) Não, pois, z (4) E, (12). 
dy dx 


f) Admite função potencial q (x, y) = ex ~y, logo é conservativo. 


9. Como  é conservativo, existe q (x, y) definida em A tal que V q (x, y) = F (x, 
y). Pela regra d da cadeia, le (O) =Ve(y(0)- y O= F (v0): Y Portanto, 


sb => 


| F (y(0) -y' (0 dt = [e (y (0) É = 0. 
a 


11.a) UVU(x,y)-3X+y 


d) Não é conservativo 


12. a); (x, y) = VU = (Ax, -y). 
b) i=-—4x,5=-—y,x(0)=1,y(0)=1,5(0)=0e 5(0)=0:1 +4r=0=x=A, cos 2 + 
B; sen 2f; 5+ y = 0 > y = A, cost + B, sen t. Tendo em vista as condições iniciais, y (£) = 
(cos 2t, cos £). Como cos 2t = 2 cos? t — 1, a imagem de y está contida na 
parábola x =2yº — 1. 


Como y = cos t, a imagem de y é arco de parábola x =2y?-1,-1<y<l. 


13. ara. yy sf — y j. 
b) 


5 (cole + E) mfe+ E End 
y (t) = (cos t — sen £ cos t + sen t) = “2 “05(1 +=) sen A A trajetória é a 


circunferência de centro na origem e raio „3. 


a] y? 
14, y (t) = (cos t, 2 sen 1). A trajetória é a elipse * * Fi l 


15.4 


1.a) 1+x+5y 
b)5+(x-1)+7 (1-1) 
c) 3x +4y 


2. b) Inferior a 10? 


P 
er of 
3. $0) =P ayit E +2 E pa- Diy— D+ 
2 A dx dy 


Eos mA » 
ra IP + 6y (y —- 11. 


De0<x<2e0=< y< 2 segue 


LF Ge, y) -Pi (e, y) 1<7 (x— + 6 0-17. 


4. a) 4,931 
b) 107 
7. ah? + bhk + ck =a h? Pi E ai p? k? Pa Ep 
a 4a? 4a? a 
or Ss. 
co (1924) Piu EA e |> Oramtoto (640,0 
2a daí 
15.5 
1.a) xy 


b)6+8(x-1)+10(y-D+5(2-12+4(x-D(9-1)+9 (9-1) 


2. 6+8(x-1)+10(1-D+5(0-1+2(%-D0-D+90-1+(-1P+ 
+24-16-D+3 (6-1). 


CAPÍTULO 16 


16.2 
cú 
1. (0, 7) é candidato a ponto de mínimo local. 
2. 


Não admite extremante local: (5 5] é o único ponto crítico e náo pode ser 


5 
5 


Pra )=2e A (o =)==2 
extremamente local, pois, 3121 1313) SIN 1313 É 


16.3 


p 


/ | 1 \ 
(0,0)e E B candidatos a ponto de máximo local. 
a 1) . . . 
E 3) é candidato a ponto de mínimo local. O ponto crítico (0, 0) não é 
extremante local, pois x = 0 não é extremante local de g (x) = f(x, 0) = x°. 


E 1,— 1) é candidato a ponto de mínimo local. 


(1, 1) é candidato a ponto de mínimo local; (— 1, — 1) é candidato a ponto de 
máximo local. Os pontos críticos (1,—1) e (-1, 1) não são extremantes locais. 


22) 


a) > 7 ) ponto de mínimo local. (Conforme Exercício 2, é ponto de mínimo 


nta 
b) (1, 1) é ponto de RO local, mas não global (f (0, y) = y? — 4y + 5 tende a — 


oo quando ? > pálio Er 12 =: é ponto de sela. 


c) (—1, 1) é ponto de sela. G 5) é ponto de mínimo local, mas não global f (x, 
0) = xº — 5x tende a —œ para x — — 00). 


3 11 
2 3) é ponto de sela. 


A 3) 
e) | 3, 3) e (-3-3) são pontos de sela. 
f) Náo admite ponto crítico. 


g) Os extremantes locais de f coincidem com os extremantes locais de g (x, y) = 
x? + 2xy + 4y? — 6x — 12y; (2, 1) é ponto de mínimo local. (Conforme Exercício 
2, é ponto de mínimo global.) 

h) (0, 0) ponto de máximo local; (0, 1), (0, —1), (1, 0) e (—1, 0) pontos de sela; (1, 
1), (1, —1), El, 1) e El, —1) pontos de mínimo locais (verifique que são 
pontos de mínimo globais). 

i) (1,2) é ponto de mínimo local. 

j) (-1,-1) é ponto de mínimo local. 


D (1, 1) é ponto de mínimo local; (1, —1) e El, 1) pontos de sela; (-1, —1) ponto 
de máximo local. 


3.4) |2- 


3) ponto de mínimo global. 


af O 
x, y) =2 = (X, y) = — 
Não admite extremantes, pois, para todo +72 Y “5,20 
10 11 
crítico (E =) é de sela. 


c) EE 


4 z) ponto de máximo global. 


d) (mr) é 


MIST [é ponto de mínimo global. 


e) Não admite extremante; (2, —2) é ponto de sela. [Desenhe as imagens das 
curvas yı (£) = (t, 2, f (t, 2) e y2 () = (2 — 3t, - 2 + 2t, z (£)) onde z (t) =f (2 
—3t,-2+21)]. 


f) (1,2) ponto de mínimo global. 
LA. 2 
4 (5-2) 


5. Ela, B)= Y [a a; + Bb; a ar Za;laa;+ Bb] e 
i=l 
JE n 


= = > 2 [wa;+ B— bil. (a, B) é a solução do sistema 
dB E 
i=l 


n n n 
2 
a Y a? +BY a; = Y ab; 


i=l 1=1 i=l 


as a; +nB= S» 


| isl i=l 


5 
6.4) y=5 [Sugerimos desenhar a reta encontrada e marcar os pontos dados. ] 
b) y= AA 
10" 10 


7. a) a; | b; | aí ajb; (a, B) é solução do sistema 


( 26a + 48 = 387 
| 174a + 268 = 2.505 


b) 89,4 


8. (4,2),2)e(u, u, 4+ u) são pontos arbitrários de r e s, respectivamente; 


JA - p)? + 2A- p)? +02 +p? 
é a distância entre eles. Basta, então, determinar (2, u) que minimiza 
2 2 2 ES > MM 
20,0=0-0 +Q1-a +(2+u).P=(1,-2,2)e0=| 333) 
9. (1,2,1). 


10. L=px+py-[bº+2y + 2xy] = 120x + 200y — 3x? — 3y? — 2xy. A produção que 
maximiza o lucro é x = 10 e y = 30. 


11. L=5z- (2x + y). A produção z que maximiza o lucro é a correspondente a x = 
15,8 e y = 20,4, ou seja, z = 1576,2. 


(34 25 
13. fas 
114" 14 14 
3 
14. x+y+2=-. 


15. a) (1, 0, 2) ponto de mínimo local (verifique que é ponto de máximo global). 


b) (1, 1, 1) ponto de mínimo local: (-1, —1, —1) ponto de máximo local; (1, 1, —1), 
(1,1, D); A, -1, -1), El, 1, 1), El, 1,-1) e El, —1, 1) não são extremantes 
(veja Exercício 16). 


ERE- TA 
c) (=1, 1,2) não extremante; ¡3 35? ) é ponto de mínimo local. 


d) (3,-2,- 1) não é extremante. 


16.4 


1.a) Valor máximo é 6 e é atingido em (2, 0); valor mínimo é —3 e é atingido em (0, 
3). 


b) 


c) 


f 34/10 10 | F r Í 3,10 ¿TO 
| — le ponto de máximo; , — 
L 10 10 


| 

lá a ini 
— é ponto de mínimo. 
UT Is 


Valor máximo é 0 e é atingido nos pontos (0, y), 0 <y < 1. O valor mínimo é — 
2 e é atingido em (1, 0). 


| r AA EE T a 
d) Valor mínimo é O e é atingido nos pontos (0, y), 0 =7=50,0=1=> O valor 
EMEA 


e) 


1. a) 


b) 


25 o Ea 
máximo é q que é atingido emi 42 )- 


O único ponto crítico no interior de A é (0, 0) que não é extremante. Assim, f 
assumirá os valores máximo e mínimo na fronteira x? + y? = 4 de A; g (t) =f (2 
cos £, 2 sen t) fornece os valores de f na fronteira. O valor máximo é 4, sendo 
atingido nos pontos (0, 2) e (0, — 2). O valor mínimo é — 4, sendo atingido nos 
pontos (2, 0) e (—- 2, 0). 

Valor mínimo é 0, sendo atingido em (0, 0). Valor máximo é 2, sendo atingido 
nos pontos (0, 1) e (0, —1). 

| — à — | | Sugesto, Utilize a função g(x) = f | E Zi — x? | -lrs | 

(0, 2) 

Valor máximo é 25, sendo atingido em (0, 5). 


O problema consiste em maximizar o lucro L = 10x + 6y (x é quantidade do 
produto / e y do produto 77) com as restrição: x < 20, y < 45, 5x + 4y < 200, 
10x + 4y < 240, x > 0 e y > 0. O lucro será máximo para x = 8 e y = 40. 


(4 1) 
(0, 1) maximiza; (3: 3 | minimiza. 


Observe que O (at, bt) =? O (a, b), onde a?+b?*=1. 


6 | | G ç A} 
138" 38 té ponto de máximo; | 438° «38 é ponto de mínimo. 


LE TÌ 
J38’ 38 | € ponto de máximo; | 


eia 
38" 38 | é ponto de mínimo. 


c) ES E 
(19° 19) Ea de mínimo. 


2) loni de mínimo. 


e) (2, 1) e(-2,- 1) pontos de máximo; (— 2, 1) e (2, — 1) pontos de mínimo. 


f E l, E ponto de mínimo. 


(1 1) ( 
=| ponto de mínimo; z J 37m) e Ea 


E 
bl- 


3) pontos de máximo. 


h 242 | 


e 


e. 
(2, 0) ponto de máximo As 3 J {3 “3 | pontos de máximo. 
E 17 


i) (1, 1) ponto de mínimo local; |” >) ponto de máximo local. 


y f \ f Y e) A 7 7 | 
DE SA E AA a [ee] e(-——| 
3 3 po [3 43) ponto de máximo, | 6 «6, v6.6) ponto de 


2 2 E 
x + 16y =8; 0 ponto de tangência é (2 3) 
I LX 
(ra) 


(2, 4). [Sugestáo. Minimize f (x, y) = (x — 14) + (y — 1) com a restrição y = 
x?.] 


1 | | 
3 , 243 s 3 o 


32 
dy = — r | —, — — 
PESEE g` O ponto de tangdncia ë lia 19 pl 


Valor máximo é 4, sendo atingido em (1, 1, 1). O valor mínimo é — 4, sendo 
atingido em (—1, —1, —1). 


2,8 6º 2 2 2 
E q” 7) [Sugestáo. Minimize f (x, y, z) =x +y +z coma restrição x + 2y 


2 2 2 
1) 1 [Sugestáo. Minimize x +y +z comas restrição x+2y+z=1le 


elo 


10. (2-v66 1 2+66 
. —— o . . 
LEE G maximiza f. 


11. (1,1) e (E1,-1) são os mais próximos da origem; (43. —.3) e (- 43, 43) São os mais 
afastados. 


z . u = |——.— |e v 
Observação. Sejam Er 2 E 
de (x, y) na base (u, y); istoé:(x, y) =uu +vv, OU seja, 


La 
É E) sejam u € v as componentes 


La 2 
cdi (+ +) e [- na +) Verifique que a mudança de coordenadas 


Ny, 


transforma a equação dada na equação 5 `% 


12. (+ +) a LAA TA 
4' 4)' Verifique que a mudança de coordenadas “aa 
transforma a equação dada na equação 2,2 — 2/2 u + 1 = 0. que é uma parábola. 


13. (1,3) e (1, -3). A mudança de coordenadas 


3 


| E 
E A ás l 3 3 1 

f f 3 E 

ly im ou (x, d+ | + {- — — 
y= PE E vio 10 «10 410 / 
TT -s É Es 

u Y 
u? y? 


transforma a equação dada na equação yy m" que é uma hipérbole: 


3 l 
[- vio a) são os versores de (1, 3) e (- 3, 1). 


=l 
Il 
ET 
e 
© 
mu 
o — es] 
=) 
A 
o 
<l 
Il 


Observe que 
14. (1,1,1). 
15. 12 cada um. 


16. Equilátero. 


18. Cubo. 


19. Cubo de aresta 1 m. 


52 
20. Cubo de aresta 37 


21. 


4 6 8 
Paralelepipedo de arestas 33 3 * 3". 


22. x=4,y=2ez=A. 


23. Temperatura máxima 200. Temperatura mínima: —200. 


24. 6x + dy + 3z =124/3. 


to | us 


). 


5 
25. p=(,0eg=[> 


CAPÍTULO 17 


17.1 


1. a) = 


b) (1,1); sim 


9 
Cc) 21+y E não 


2 E 3 23 } 314 


14°14°14 f 14 
3.a) z=0 
b) A 
17.4 
1. a) E 
4 
2 a 
0 é 


OB 
b) o on 


c) R= 0,86532 (aproximado) 


2. a) y -— 
31 
b) -z 


w 
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